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Aufgabe 1

Gegeben seien eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X
sowie eine Funktion g : IR → IRmit:

g(x) = |x| + 4 , x ∈ IR.

(a) Bestimmen Sie P (g(X) ∈ [a, b]), a, b ∈ IR, mit a <
b.

(b) Berechnen Sie P (g(X) ≤ 4.4).

(c) Berechnen Sie E(g(X))

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.84ff)

(a) g(x) ist nicht invertierbar. deshalb die
Transformationsformel für Dichtefunktionen nichtanwendbar.

Es gilt:

P (g(X) ∈ [a, b]) = Fg(X)(b) − Fg(X)(a)

und für Fg(X)(u) mit u ≥ 4 ergibt sich:

Fg(X)(u) =

∫

g(x)≤u

fX(x) dx =

∫

|x|+4≤u

fX(x) dx

=

u−4∫

4−u

fX(x) dx = FX(u − 4) − FX(4 − u)

Für a, b ∈ IR mit 4 ≤ a < b ergibt sich somit:

P (g(X) ∈ [a, b]) = Fg(X)(b) − Fg(X)(a)= FX(b − 4) − FX(4 − b) −
FX(a − 4) + FX(4 − a)= FX(b − 4) − FX(a − 4) + (FX(4 − a) − FX(4 −
b))= P (X ∈ [a − 4, b − 4]) + P (X ∈ [4 − b, 4 − a])

Beispiel: P (g(X) ∈ [6, 8]) = P (X ∈ [2, 4]) + P (X ∈
[−4,−2])
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Abbildung 1: Veranschaulich der Transformation

(b)

P (g(X) ≤ 4.4) =∫

g(x)≤4.4

fX(x) dx =

0.4∫

−0.4

fX(x) dx

= 2Φ(0.4) − 1 = 0.3108

(c) Für den Erwartungswert von g(X) ergibt sich:

E(g(X)) =

∫

IRg(x) · fX(x) dx =

∫

IR(|x| + 4) 1√

2πe−

x2

2 dx

=2√2π

∞∫

0

x · e−x2

2 dx + 4

=

√

2

π(−e−x

2

2 )

∣∣∣∣

∞

0

+4 =

√

2

π+ 4
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Aufgabe 2

X sei eine reellwertige Zufallsvariable, deren Verteilung durch
die folgende von einem Parameterγ > 0 abhängende Dichtefunktion
fγ(x) bestimmt ist:

fγ(x) =

1

γ· (1 − x)(

1γ−1) für 0 < x < 1

0 sonst

,

(a) Skizzieren Sie den Verlauf der Dichtefunktion fγ(x) für die
Fälle γ = 0.5 und γ = 2.

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fγ(t) der
Zufallsvariablen X.

(c) Berechnen Sie für beliebiges n ∈ IN folgende Momente:

E(1 − X)n, E(X), V ar(1 − X), V ar(X)

(d) Berechnen Sie eine Dichte der Zufallsvariablen Y := − ln(1 −
X)

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 64ff, 69ff, 91ff und 109
ff)

(a) Für γ = 2, 0.5 ergeben sich folgende Dichtefunktionen:

f0.5(x) =

{−2x + 2 für 0 < x < 1

0 sonst,

f2(x) =

{1

2√

(1−x)für 0 < x < 1

0 sonst

(b) Für die Verteilungsfunktion Fγ(t) gilt:

Fγ(t) =

∫ t

−∞fγ(x)dx =

1 für t ≥ 1∫ t

0

1

γ· (1 − x)(

1γ−1)

dx für 0 < t < 1

0 für t ≤ 0

=

1 für t ≥ 1

1 − (1 − t)1γ für 0 < t < 1

0 für t ≤ 0

.

4
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(b) f2(x) =1

2√

1−x· 1(0,1)(x)

Abbildung 2: Skizzen der Dichtefuntionen

(c)

E ((1 − X)n) =∫ ∞

−∞(1 − x)nfγ(x) dx =

∫ 1

0

1

γ(1 − x)(n+

1γ−1)

dx

= − 1γn + 1

(1 − x)(n+1γ)

∣∣∣∣

1

0

=1

nγ + 1

E(X) = −(E(1 − X)) + 1 s.o.= γ1 + γ

V ar(1 − X) = E((1 − X)2) − (E(1 − X))2 s.o.= 12γ + 1

− 1(γ + 1)2

V ar(X) = 0 + (−1)2V ar(X) = V ar(1) + V ar(−X) = V ar(1 −
X)

(d) Für den Wertebereich von Y gilt, da X ∈ (0, 1), dass Y ∈
(0,∞); desweiteren ist dieTransformation bijektiv. Damit erhält man
bereits für die Dichte gY (y) = 0 für y ≤ 0.Alternative 1: Man
berechnet die Verteilungsfunktion GY (t) und erhält dann eine
DichtegY (y) durch Differentiation:

GY (t) = P (Y ≤ t) = P (− ln(1 − X) ≤ t) = P (ln(1 − X) ≥ −t)= P
(1 − X ≥ e−t) = P (X ≤ 1 − e−t) = FX(1 − e−t)= 1 − (1 − (1 −
e−t))

1γ = 1 − e−

tγ ⇒

gY (y) =1

γe−

yγ für y > 0

Alternative 2: Transformationsformel mit

gY (y) =fX(T

−1(y)|T ′(T−1(y))|

5


	
Aufgabe 3

Eine Zufallsvariable X mit 0 < X < 1 habe die
Verteilungsfunktion

FX(x) :=

0 für x ≤ 01 − e− λx1−x für 0 < x < 1

1 für x ≥ 1,

mit festem Parameter λ > 0.

(a) Berechnen Sie eine Dichte fX zu X.

(b) Es sei Y := T (X) die Zufallsvariable, die aus X durch die
Transformation

T : x 7→ x1 − x

hervorgeht. Bestimmen Sie den Wertebereich von Y und geben Sie
eine Dichte gY zu Yan. Wie heißt die Verteilung der
Zufallsvariablen Y ?

(c) Bestimmen Sie

E

(X

(1 − X)2)

Hinweis: Verwenden Sie die Zerlegung X = X(1 − X) + X2

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 64ff, 69ff, 91ff und 109
ff)

(a) Die Dichtefunktion berechnet sich als Ableitung der
Verteilungsfunktion und somit gilt für0 < x < 1:

fX(x) = F′

X(x) = e− λx

1−x · λ(1 − x) + λx(1 − x)2

und es ergibt sich:

fX(x) =

{λ

(1−x)2 · e− λx

1−x für 0 < x < 1

0 sonst

(b) Wertebereich von Y :

Y =X

1 − X =−(1 − X) + 1

1 − X = −1 +1

1 − X︸ ︷︷ ︸

∈(1,∞)

∈ (0,∞)

Berechnung der Verteilung von Y :

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (X

1 − X ≤ t)

= P (X ≤ t(1 − X)) = P ((1 + t)X ≤ t)

= P (X ≤ t1 + t

) = FX(t

1 + t) =

0 für t1+t ≤ 0

1 − e−

λ t1+t

1− t1+t für 0 < t1+t < 1

1 für t1+t ≥ 1

=

{0 für t ≤ 0

1 − e−λt für 0 < t

6


	
Die Dichte zu Y lautet damit

fY (t) =

{λe−λt für t ≥ 0

0 sonst

Alternativ kann auch die Transformationsformel angewendet werden
und führt zu dengleichen Ergebnissen.

Y ist exponentialverteilt mit Parameter λ.

(c) Mit Hilfe des Hinweises ergibt sich:

E

(X

(1 − X)2)

= E

(X

1 − X

)

+ E

((X

1 − X

)2)

= E(Y ) + E(Y 2) =1

λ+

2

λ2

7


	
Aufgabe 4

(a) Die Zufallsvariable X sei standardnormalverteilt. Berechnen
Sie für µ ∈ IR und σ ∈ IR>0die Dichtefunktion der
Zufallvariablen Y mit Y := exp(σX + µ).

(b) Berechnen Sie den Modalwert und den Median der
Zufallsvariablen Y .

(c) Berechnen Sie den Erwartungswert von Y .

(d) Skizzieren Sie die Dichtefunktion von Y für eine geeignete
Wahl der Parameter µ, σ undtragen Sie die berechneten Lageparameter
im Schaubild ein.

Bemerkung: Die Verteilung von Y heißt Lognormalverteilung LN(µ,
σ) und spielt in der Finanz-mathematik eine bedeutende Rolle.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 64ff, 69ff, 91ff und 109
ff)

(a) Für die Transformation T gilt:

T : IR → 80,∞x 7→ eσx+µ =: y

und für die Ableitung bzw. Umkehrfunktion ergibt sich:

T ′(x) = σeσx+µ, T−1(y) =1

σ(log(y) − µ)

Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Transformationsformel für
Dichten:

gY (y) =fX(T

−1(y))|T ′(T−1(y))| =

1√2π

e−1

2σ2(log(y)−µ)2 · 1

σelog(y)· 1(0,∞)(y)

=1√

2πσye−

12σ2

(log(y)−µ)2 · 1(0,∞)(y)

(b) Der Modalwert entspricht der Maximalstelle der
Dichtefunktion. Da g(y) für y → 0 undy → ∞ und gY (y) stetig
verschwindet, ist die notwendige Bedingung auch hinreichend:

0!= g′y(y)

= − 1y2

· 1√2πσ

e−1

2σ2(log(y)−µ)2 +

1√2πσy

e−1

2σ2(log(y)−µ)2 ·

(

− 1σ2

)

(log(y) − µ) · 1y

⇔ 1σ2

(log(y) − µ) + 1 = 0

⇔ y = eµ−σ2 ,

d.h. der Modalwert lautet: yM = eµ−σ2.

8
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Abbildung 3: Dichtefunktion der Lognormalverteilung mit
Parametern µ = 1, σ = 1

Der Median von Y entspricht dem 0.5-Quantil der Verteilung von Y
und lässt sich wie folgtaus der Verteilung von X berechnen:

P (Y ≤ y) = P (eσX+µ ≤ y) = P (X ≤ 1σ

(log(y) − µ)) != 12

X∼N(0,1)=⇒ 1

σ(log(y) − µ) != 0 ⇔ log(y) = µ

⇒ y = eµ,

d.h. der Median lautet: yZ = eµ.

(c) Der Erwartungswert EY lässt sich prinzipiell auf zwei Arten
berechnen:

EY =

∫

IRy · gY (y) dy und EY = E(eσX+µ) =

∫

IReσx+µ · fX(x) dx

Hier wählen wir die zweite Variante:

E(Y ) =

∫

IReσx+µ · 1√

2πe−

x2

2 dx =

∫

IR

1√2π

e−x2

2+σx+µ dx

=

∫

IR

1√2π

e−12[(x−σ)2−σ2−2µ] dx =

∫

IR

1√2π

e−12(x−σ)2+µ+σ2

2 dx

= eµ+σ2

2

∫

IR

1√2π

e−12(x−σ)2 dx = eµ+

σ2

2 ,

d.h. der Erwartungswert lautet: EY = eµ+σ2

2 .
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Aufgabe 5

In einer automatischen Überwachungsanlage besteht Ω ⊂ IRk aus
Messwert-Kombinationen,die an k Kontrollinstrumenten prinzipiell
beobachtbar sind. Nach Experteneinschätzung giltein Bereich S ⊂ Ω
als kritisch (“Störfall”). Eine Modellrechnung liefert eine
Wahrscheinlich-keit P (S) = 2 · 10−4. Eine weitere
Zuverlässigkeitsanalyse liefert die WahrscheinlichkeitenP (A|S) =
0.95 für Alarm, wenn ein Störfall vorliegt
(Entdeckungswahrscheinlichkeit), und au-ßerdem P (Ac|Sc) = 0.99 für
Nichtalarm im unkritischen Bereich.Für das technische System sind
zu berechnen:

(a) die Wahrscheinlichkeit P (A) für Alarm,

(b) die Wahrscheinlichkeit P (Sc|A), dass ein Alarm ein
Fehlalarm ist,

(c) die Wahrscheinlichkeit P (S|Ac) für einen unentdeckten
Störfall.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S. 91ff)

Nach Definition gilt:

P (A|B) = P (A ∩ B)P (B)

.

Daraus ergibt sich:P (A ∩ B) = P (A|B) · P (B) = P (B|A) · P
(A)

Seien A1, . . . , An und B Ereignisse (Hypothesen oder
Zustände), mit

n⋃

i=1

Ai = Ω, Ai ∩ Aj = ∅ für i 6= j

dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P (B) =n∑

i=1P (B|Ai) · P (Ai)

=n∑

i=1P (B ∩ Ai)

Satz von Bayes: Die Wahrscheinlichkeit für die Hypothese A1
genügt bei Eintreten von B fol-gender Gleichung:

P (A1|B) =P (A1 ∩ B)

P (B)=

P (B|A1) · P (A1)n∑

i=1P (B|Ai) · P (Ai)

Als Anwendung in der Aufgabe wählen wir:

• Hypothesen: Störfall(S)/kein Störfall(Sc)

• Beobachtungen: Alarm (A)/ kein Alarm (Ac)

10


	
Es ergibt sich:

(a) P (A) = P (A|S) · P (S) + P (A|Sc) · P (Sc) (Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit)= 0.95 · 2 · 10−4 + 0.01 · (1 − 2 ·
10−4) = 0.01017

(b) P (Sc|A) = P (Sc ∩ A)

P (A)=

P (A|Sc) · P (Sc)P (A)

=0.01 · (1 − 2 · 10−4)

0.01017= 0.9813

(c) P (S|Ac) = P (S ∩ Ac)

P (Ac)=

P (Ac|S) · P (S)P (Ac)

=0.05 · 2 · 10−41 − 0.01017

= 0.0000099

11


	
Aufgabe 6

(a) Bei einem Glückspiel werden 200 Kugeln (100 rote und 100
schwarze) gezielt auf zwei Schäl-chen verteilt, wobei keines der
Schälchen leer sein darf. Anschließend wird mit verbundenenAugen
zufällig ein Schälchen ausgewählt und hieraus rein zufällig eine
Kugel gezogen.

Ist die gezogene Kugel schwarz hat man gewonnen, andernfalls
verloren. Wie muss man dieKugeln aufteilen um die maximale
Gewinnchance zu haben? Wie groß ist diese?

(b) Von einem Test zur Identifizierung einer ansteckenden
Krankeit ist bekannt, dass der Testzu 99% bei infizierten Personen
positiv (Infizierung) ausfällt, während er bei 98% der gesun-den
Personen negativ (keine Infizierung) ist. Ferner ist bekannt, dass
0, 1% der Bevölkerungdiese Krankheit hat.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist man tatsächlich infiziert,
wenn man ein positives Test-ergebnis hat?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S. 91ff)

(a) Es bezeichne nA die Gesamtanzahl an Kugeln in Schälchen A
und k die Anzahl an schwarzenKugeln in Schälchen A. Die Anzahl an
Kugeln in Schälchen B beträgt demnach nB =200− nA und die Anzahl an
schwarzen Kugeln in Schälchen B ist 100− k. Man stellt fest,dass
für nA = 100 die Gewinnwahrscheinlichkeit P (G) unabhängig von k
bei 50 Prozentliegt:

P (G) = P (schwarz |A) · P (A) + P (schwarz |B) · P (B)

=k

100· 0.5 + 100 − k

100· 0.5 = 0.5

Durch Umbenennung der Schälchen ist es im Falle nA 6= 100 immer
möglich, dass gilt:nA < 100. In diesem Falle gilt für beliebiges
aber festes nA:

P (G) = P (schwarz |A) · P (A) + P (schwarz |B) · P (B)

=k

nA· 0.5 + 100 − k

200 − nA· 0.5

= k ·(

100 − nAnA(200 − nA)

)

︸ ︷︷ ︸

>0

+50

200 − nA, k = 0, . . . , nA

d.h die Gewinnwahrscheinlichkeit wird maximal falls gilt: k =
nA. Hierfür gilt wiederum:

P (G) = P (schwarz |A) · P (A) + P (schwarz |B) · P (B)

=k

nA· 0.5 + 100 − k

200 − nA· 0.5 = 1

2·(

1 +100 − nA200 − nA

)

=1

2·(

2 − 100200 − nA

)

,

d.h die Gewinnwahrscheinlichkeit wird maximal falls gilt nA = 1
und für die diese gilt dannP (G) = 149199 ≈ 0.75.

12


	
(b) Man berechnet analog zu Aufgabe 7 mit Hilfe des Satzes von
der totalen Wahrscheinlichkeit:

P (positiv) = P (positiv | krank) · P (krank) + P (positiv |
gesund) · P (gesund)= 0.99 · 0.001 + 0.02 · 0.999 = 0.02097

P (krank | positiv) = P (krank ∩ positiv)P (positiv)

=P (positiv | krank) · P (krank)

P (positiv)

=0.99 · 0.001

0.02097= 0.04721

Man muss sich somit keine allzu großen Sorgen machen, denn ein
positives Testergebnisbedeutet nur in 5% aller Fälle, dass man
wirklich infiziert ist.

13


	
Aufgabe 7

(a) Zwei Firmen stellen ein Produkt unter Verwendung von zwei
Herstellungsverfahren her. Ausder Gesamtproduktion beider Firmen
werde zufällig ein Teil entnommen. Der ZufallsvektorX = (X1, X2,
X3) enthält folgende Angaben:

X1 =

{1 Firma 12 Firma 2

X2 =

{1 Verfahren 12 Verfahren 2

X3 =

{0 Teil gut1 Teil schlecht

Die folgende Tabelle gibt die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung an:

Firma 1 (X1 = 1) Firma 2 (X1 = 2)Verfahren 1 Verfahren 2
Verfahren 1 Verfahren 2(X2 = 1) (X2 = 2) (X2 = 1) (X2 = 2)

Teil gut (X3 = 0) 0.045 0.4 0.225 0.005Teil schlecht (X3 = 1)
0.005 0.05 0.225 0.045

Welches Verfahren schneidet insgesamt bzw. bei den einzelnen
Firmen besser ab? BerechnenSie zur Beantwortung dieser Frage die
folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P (X3 = 1 |X2 = 1) , P (X3 = 1 |X2 = 2)P (X3 = 1 |X1 = 1, X2 =
1) , P (X3 = 1 |X1 = 1, X2 = 2)P (X3 = 1 |X1 = 2, X2 = 1) , P (X3 =
1 |X1 = 2, X2 = 2)

Interpretieren Sie das Ergebnis!

(b) Die folgende Tabelle enthält das Gesamtbruttoeinkommen,
sowie die daraus gezahlte Ein-kommenssteuer der Jahre 1974 und 1978
in den USA, aufgeschlüsselt nach
verschiedenenEinkommensklassen:

Jahreseinkommen Einkommen gezahlte Steuer(pro Person in US$) (in
1000 US$) (in 1000 US$)

1974< 5 000 41 651 643 2 244 467

5 000 − 9 999 146 400 740 13 646 34810 000 − 14 999 192 688 922
21 449 59715 000 − 99 999 470 010 790 75 038 230

≥ 100 000 29 427 152 11 311 6721978

< 5 000 19 879 622 689 3185 000 − 9 999 122 853 315 8 819
461

10 000 − 14 999 171 858 024 17 155 75815 000 − 99 999 865 037
814 137 860 951

≥ 100 000 62 806 159 24 051 698

14


	
Modellieren Sie diesen Sachverhalt mit Hilfe eines
Wahrscheinlichkeitsraums, wobei Sieals Grundraum Ω die Menge aller
1974 und 1978 verdienter Dollar wählen. Weiterhinbezeichnen K1, . .
. , K5 die Ereignisse, dass ein zufällig ausgewählter Dollar zu
einer derfünf Einkommensklassen Kj gehört, B das Ereignis, dass der
Dollar 1974 verdient wurdeund A das Ereignis, dass der Dollar als
Einkommenssteuer abgeführt wurde. Berechnen Siedie folgenden
bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P (A |B) , P (A |Bc)P (A |B, Kj) , j = 1 . . . 5

P (A |Bc, Kj) , j = 1 . . . 5

Interpretieren Sie das Ergebnis!

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S. 91ff)

(a)

P (X3 = 1 |X2 = 1) =0.23

0.5= 0.46

P (X3 = 1 |X2 = 2) =0.095

0.5= 0.19

P (X3 = 1 |X1 = 1, X2 = 1) =0.005

0.05= 0.1

P (X3 = 1 |X1 = 1, X2 = 2) =0.05

0.45= 0.1̄

P (X3 = 1 |X1 = 2, X2 = 1) =0.225

0.45= 0.5

P (X3 = 1 |X1 = 2, X2 = 2) =0.045

0.05= 0.9

Interpretation: Verfahren 2 scheint insgesamt gesehen besser zu
sein. Bei den beiden Firmenschneidet es aber jeweils schlechter ab.
Grund ist, dass Firma 2, bei der das Verfahren 2 sehrschlecht ist,
hauptsächlich Verfahren 1 einsetzt, während Firma 1, bei der die
Verfahrenähnlich gut funktionieren, Verfahren 2 bevorzugt.

(b) Insgesamt wurden 1974 880 179 247 US$ verdient und davon 123
690 314 US$ als Einkom-menssteuer abgeführt. 1978 wurden insgesamt
1 242 434 934 US$ verdient und hiervon wie-derum 188 577 186 US$
abgeführt. Hiermit können die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
di-rekt aus der Tabelle abgelesen werden:

P (A |B) = 123 690 314880 179 247

= 0.141

P (A |Bc) = 188 577 1861 242 434 934

= 0.152
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Für die Steuersätze in den verschiedenen Einkommensklassen 1974
ergibt sich

P (A |B, Kj) =

0.054 j = 10.093 j = 20.111 j = 30.160 j = 40.384 j = 5

während man für 1978 erhält:

P (A |Bc, Kj) =

0.035 j = 10.072 j = 20.100 j = 30.159 j = 40.383 j = 5

Man erkennt, dass von 1974 nach 1978 die Einkommenssteuersätze
in jeder Einkom-mensklasse gefallen sind, dass aber trotzdem die
Durchschnittssteuerbelastung von 14.1%auf 15.2% gestiegen ist.

Bemerkung: Es sei K1, . . . , Kn eine disjunkte Zerlegung eines
Grundraums Ω und A, B zweibeliebige Eregnisse. Gelten die folgenden
beiden Ungleichungen, so wird dieser Sachverhalt
alsSimpson-Paradoxon bezeichnet:

P (A |B, Kj) > P (A |Bc, Kj) für j = 1, . . . , nP (A |B)
< P (A |Bc)
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Aufgabe 8

Betrachtet wird eine Maschine mit exponentialverteilter
Lebensdauer (T ∼ Exp(λ)).

(a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für eine
Mindestlebensdauer von a ∈ IR+ Zeiteinheiten?Wie ändert sich diese
Wahrscheinlichkeit für wachsende Parameterwerte λ?

(b) Berechnen und interpretieren Sie die bedingte
Wahrscheinlichkeit P ([0, t0 + a]|[t0,∞)) mita ≥ 0. Vergleichen Sie
Ihr Ergebnis mit dem aus (a).

(c) Wie lautet die Dichte einer auf [0, a] bzw. [a,∞] gestutzten
Exponentialverteilung? Wasfällt Ihnen bei der letztgenannten
auf?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.64ff und S. 109ff)

Exponentialverteilung:

fT (x) =

{0 , x < 0λe−λx , x ≥ 0

FT (x) =

{0 , x < 01 − e−λx , x ≥ 0

(a)

P (T ≥ a) = 1 − P (T ≤ a) = 1 − (1 − e−λa)= e−λa

Die Wahrscheinlichkeit nimmt mit wachsendem λ ab.

(b)

PT ([0, t0 + a]) | [t0;∞]) = P (T ≤ t0 + a |T ≥ t0) =P (T ≤ t0 +
a und T ≥ t0)

P (T ≥ t0)

=P (T ∈ [t0, t0 + a])

P (T ≥ t0=

F (t0 + a) − F (t0)1 − F (t0)

=1 − e−λt0−λa − 1 + e−λt0

e−λt0= 1 − e−λa

= P (T ≤ a)

Man erkennt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine in
den nächsten a Zeiteinhei-ten ausfällt, wenn sie bis zu einem
Teitpunkt t0 überlebt hat, mit der Wahrscheinlichkeit,dass die
Maschine in den ersten a Zeiteinheiten nach Inbetriebnahme
ausfällt, überein-stimmt. Aus diesem Grunde bezeichnet man die
Exponentialverteilung auch als “Verteilungohne Gedächtnis”.
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(c) Auf ein Intervall I gestutzte Verteilung: Bedingte
Verteilung einer Zufallsvariable X, unterder Bedingung X ∈ I, d.h.
für I = [a, b] ist

F̃ (x) = P (X ≤ x |X ∈ I) = P (X ≤ x und x ∈ I)P (X ∈ I) =

P (∅) , x < aP (a ≤ X ≤ x)

P (X ∈ I) , a ≤ x ≤ bP (X ∈ I)P (X ∈ I) = 1 , b < x

bzw.

F̃ (x) = P (X ≤ x |X ∈ I) =

0 , x < aF (x) − F (a)F (b) − F (a) , x ∈ [a, b]1 , sonst

oder

f̃(x) =

f(x)

F (b) − F (a) , x ∈ [a, b]0 , sonst

Mit den Angaben im Aufgabentext ergibt sich nun konkret:

f̃[0,a](t) =

λe−λt

1 − e−λa , t ∈ [0, a]0 , sonst

und damit F̃[0,a](t) =

0 , t < 01 − e−λt1 − e−λa , t ∈ [0, a]1 , t > a

f̃[a,∞)(t) =

{λe−λ(t−a) , t ≥ a0 , sonst

und damit F̃[a,∞](t) =

{0 , t < a

1 − e−λ(t−a) , t ≥ a

f̃[a,∞)(t) entspricht einer um a nach rechts verschobenen
Dichtefunktion einer Exponenti-alverteilung.
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Aufgabe 9

Bestimmen Sie für eine auf ein symmetrisches Intervall [−c, c]
gestutzte Normalverteilung N(0; 1)die Dichtefunktion ϕ und die
Verteilungsfunktion Φ, und stellen Sie diese graphisch dar.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.91ff)

Es bezeichne ϕ(x) := 1√2π

e−x2

2 die Dichte der Standardnormalverteilung. Dann ergibt sich
analog

zu Aufgabe 10 (c) die Dichtefunktion der gestutzen
Normalverteilung:

ϕ̃[−c,c](x) =

ϕ(x)

2Φ(c) − 1 , x ∈ [−c, c]0 , sonst

bzw. die Verteilungsfunktion der gestutzten
Normalverteilung:

Φ̃[−c,c](x) =

x∫

−∞

ϕ̃[−c,c](t)dt =

0 , x < −cΦ(x) − Φ(−c)

2Φ(c) − 1 , x ∈ [−c, c]1 , sonst
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Aufgabe 10

Zur grafischen Darstellung des Zusammenhangs zwischen zwei
Ereignissen A und B eines Wahr-scheinlichkeitsraums (Ω, A(Ω), P )
erstellen Sie folgende Zeichnung (siehe Abbildung 4):

Die eine Seite eines Quadrats mit der Kantenlänge 1 teilen Sie
im Verhältnis P (A) : 1−P (A) undteilen anschließend, entsprechend
dieser Aufteilung, das Quadrat in zwei Streifen. An den
beidensenkrecht dazu liegenden Seiten tragen Sie von oben die
Strecken P (B |A) und P (B |Ω\A) abund teilen anschließend die zu P
(A) bzw. 1 − P (A) gehörenden Streifen entsprechend.

P(A) 1−P(A)

P(B|A) P(B|Ω\A)

P(A) 1−P(A)

Rechteck 1

Rechteck 2

Abbildung 4: Skizze zu Aufgabe 12

(a) Zeigen Sie, dass der Flächeninhalt der schraffierten Fläche
gerade P (B) entspricht.

(b) Zeigen Sie, dass die Ereignisse A und B genau dann
unabhängig sind, wenn die schraffierteFläche ein Rechteck
bildet.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.91ff)

(a) Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit
ergibt sich:

P (B) = P (B |A) · P (A)︸ ︷︷ ︸

=Fläche Rechteck 1

+ P (B |Ω\A) · P (Ω\A)︸ ︷︷ ︸

=Fläche Rechteck 2

= Fläche der schraffierten Fläche

(b)

“⇒” Seien die Ereignisse A und B unabhängig. Dann gilt für die
Länge der vertikalenKante von Rechteck 1:

P (B |A) = P (B ∩ A)P (A)

=P (B) · P (A)

P (A)= P (B)

Aus der Unabhängigkeit von A und B ergibt sich unmittelbar die
Unabhängigkeit vonΩ\A und B (wie?) und deshalb gilt für die Länge
der vertikalen Kante von Rechteck2:

P (B |Ω\A) = P (B ∩ Ω\A)P (Ω\A) =

P (B) · P (Ω\A)P (Ω\A) = P (B)
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Die beiden Kantenlängen stimmen somit überein und die
schraffierte Fläche bildetfolglich ein Rechteck.

“⇐” Falls die schraffierte Fläche ein Rechteck darstellt so
stimmt ihr Flächeninhalt mitder Länge der vertikalen Kante also mit
P (B |A) überein. Außerdem stimmt derFlächeninhalt gemäß
Teilaufgabe (a) aber mit P (B) überein und deshalb gilt:

P (A) · P (B) = P (A) · P (B |A) = P (A) · P (B ∩ A)P (A)

= P (B ∩ A)

und somit sind die Ereignisse A und B unabhängig.
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Aufgabe 11

(a) Zeigen sie, dass für die Verteilungsfunktion F (x, y) einer
zweidimensionalen Zufallsvaria-blen gilt:

(i) F ist monoton steigend

(ii) F ist in jeder der Variablen von rechts stetig.

(iii) • limx→+∞y→+∞

F (X, Y ) = 1

• limx→−∞

F (x, y) = 0 für jedes y

• limy→−∞

F (x, y) = 0 für jedes x

(iv) Für alle x1 < x2 und alle y1 < y2 gilt:

F (x2, y2) − F (x1, y2) − F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0

Bemerkung: Man kann zeigen, dass jede Funktion mit den
Eigenschaften (i)-(iv) Vertei-lungsfunktion einer zweidimensionalen
Zufallsvariablen ist.

(b) Überprüfen Sie unter Benutzung von Teil (a), ob die
Funktion

(i)

F (x, y) =

1 für x ≥ 0 , y ≥ 0 und x2 + y2 ≥ 4

0 sonst

(ii)

F (x, y) =

min{x, 1} · min{y, 1} für x, y ≥ 0

0 sonst

Verteilungsfunktion einer zweidimensionalen Zufallsvariablen
ist.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff.)

(a) Die Verteilungsfunktion F (x, y) einer zweidimensionalen
Zufallsvariablen (X, Y ) ist defi-niert als:

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) für (x, y) ∈ IR2

Nachweis der angegebenen Eigenschaften:

(i) Monotonie: Sei x1 ≤ x2 und y1 ≤ y2, dann gilt:{X ≤ x2, Y ≤
y2} = {X ≤ x1, Y ≤ y1} ∪ {X ≤ x1, y1 < Y ≤ y2} ∪

{x1 < X ≤ x2, Y ≤ y1} ∪ {x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2}Dabei
ist die Vereinigung disjunkt. Damit ergibt sich:

F (x2, y2) = F (x1, y1) + P ({X ≤ x1, y1 < Y ≤ y2}) ++P ({x1
< X ≤ x2, Y ≤ y1}) + P ({x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2}).

Da Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sind, folgt somit:

F (x1, y1) = P (X ≤ x1, Y ≤ y1) ≤ P (X ≤ x2, Y ≤ y2) = F (x2,
y2)
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(ii) Rechtsstetigkeit: Sei (x0, y0) ∈ IR2 beliebig aber fest und
(xn)n∈IN eine Folge mitxn ↓ x0, dann gilt analog zum
eindimensionalen Fall (Wahrscheinlichkeitstheorie,S.44)

{(x, y)|x > x0, y > y0} = {(x, y)|x > x1, y > y0}
∪∞⋃

i=1

{(x, y)|xi ≥ x > xi+1, y > y0}

und die Vereinigung ist disjunkt. Damit ist

1 − F (x0, y0) = P (X > x0, Y > y0)

= P (X > x1, Y > y0) +∞∑

i=1

(P (xi ≥ X > xi+1, Y > y0)

= 1 − F (x1, y0) +∞∑

i=1

(F (xi, y0) − F (xi+1y0))

= 1 − limi→∞

F (xi+1, y0)

woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt.Analoge
Beweisführung in y.

(iii) Grenzwerte: Seien (xn)n∈IN, (yn)n∈IN beliebige Folgen mit
xn ↑ ∞ bzw. yn ↑ ∞. DerBeweis der Behauptung

limn→+∞

F (xn, yn) = 1

erfolgt in zwei Schritten. Sei y0 ∈ IR beliebig gewählt, dann
ist

{(x, y)|y ≤ y0} = {(x, y)|x ≤ x1, y ≤ y0} ∪∞⋃

i=1

{(x, y)|xi < x ≤ xi+1, y ≤ y0}

Damit gilt für die Randverteilung von Y

FY (y0) = P (Y ≤ y0) = P (X ≤ x1, Y ≤ y0) +∞∑

i=1

(P (xi < X ≤ xi+1, Y ≤ y0)

= F (x1, y0) + limn→∞

n∑

i=1

(F (xi+1, y0) − F (xi, y0))

= limn→∞

F (xn+1, y0)

Für die Randverteilung von Y gilt bekanntlich

limn→∞

FY (yn) = 1

Damit istlim

k→∞limi→∞

F (xi, yk) = 1

und mitlim

n→∞F (xn, yn) = lim

k→∞limi→∞

F (xi, yk)

folgt die Behauptung.Der Beweis für lim

x→−∞F (x, y) bzw. lim

y→−∞F (x, y) erfolgt analog zur Rechtsstetigkeit.
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(iv) Ungleichung:

F (x2, y2) − F (x1, y2) − F (x2, y1) + F (x1, y1)= F (x2, y2) −
F (x1, y2) − (F (x2, y1) − F (x1, y1))= P (X ≤ x2, Y ≤ y2) − P (X ≤
x1, Y ≤ y2)

︸ ︷︷ ︸

P (x1 1

1 für x, y > 1

Die Funktion F ist stetig und monoton, die Bedingung an die
Grenzwerte ist aucherfüllt. Mit vielen Fallunterscheidungen lässt
sich auch zeigen, dass die Bedingung (iv)erfüllt ist, d.h. F ist
eine Verteilungsfunktion. F (x, y) gibt den Flächeninhalt der
Flä-che im Einheitsquadrat an (siehe z.B. Abb. 3(a)), der
südwestlich des Punktes (x, y)liegt. Die linke Seite der
Ungleichung entspricht damit dem Flächeninhalt des Teils
desRechtecks beschrieben durch die Punkte (x1, y1) und (x2, y2),
der im Einheitsquadrat(siehe beispielhaft in Abb. 3(b)) liegt, und
ist damit als Flächeninhalt nicht negativ.

6-

yx

(1; 1) (x; y)rr�������������������

1

(a)

6-

yxr

rr (1; 1)(x1; y1)

(x2; y2)������������������

1

(b)

Abbildung 5: Verdeutlichung der Ungleichung
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Aufgabe 12

Gegeben sei eine diskrete zweidimensionale Zufallsvariable Y =
(Y1, Y2) mit der Verteilung

(y1, y2) (-1,0) (-1,1) (-1,c) (2,0) (2,1) (2,c) (c,0) (c,1) (c,
c)P ((Y1, Y2) = (y1, y2)) 1/8 1/4 1/8 1/16 c2 1/16 1/8 1/8 1/8

(a) Bestimmen Sie c.

(b) Berechnen Sie die Randverteilungen.

(c) Wie groß ist P (Y ≤ (2, c))?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff., S.139ff.)

(a) Analog zu einer eindimensionalen Zufallsvariable muss
gelten:

∑

i

∑

j

P (Y = (yi, yj))!= 1

Hieraus ergibt sich die Forderung:

1!=

1

8· 5 + 1

4+

1

16· 2 + c2

= 1 + c2, also c2 = 0 bzw. c = 0

d.h. die Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet:

(y1, y2) (−1, 0) (−1, 1) (0, 0) (0, 1) (2, 0) (2, 1)P (Y = (y1,
y2)) 0.25 0.25 0.25 0.125 0.125 0

(b) Die Randverteilung einer diskreten Zufallsvariable Z = (X, Y
) ist:

P (X = xi) =∑

j

P (X = xi, Y = yj) für alle xi

P (Y = yi) =∑

j

P (X = xj , Y = yi) für alle yi

hier folgt mit Y = (Y1, Y2):

y1 −1 0 2P (Y1 = y1) 0.5

∗ 0.375 0.125bzw.

y2 0 1

P (Y2 = y2) 0.625∗∗ 0.375

wobei ∗P (Y = (−1, 0))+P (Y = ((−1, 1)) bzw. ∗∗P (Y = (−1, 0))+P
(Y = (2, 0))+P (Y =(0, 0)).
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(c)

P (Y ≤ (2, 0)) = P (Y1 ≤ 2 und Y2 ≤ 0)= P (Y = (−1, 0)) + P (Y =
(0, 0)) + P (Y = (2, 0))

=1

4+

1

8+

1

4

=5

8

6-t

y2�1 t

ttt

t 12 y1������������������������������������

1

Abbildung 6: Veranschaulich der Berechnung in (c)
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Aufgabe 13

Gegeben sei die Funktion

ϕ(x, y) :=

c(x2 + y2) −1 ≤ x, y ≤ 1

0 sonst

.

(a) Bestimmen Sie c ∈ IR so, dass ϕ Dichte einer
zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, Y )wird.

(b) Berechnen Sie die Randdichten ϕ1(x) und ϕ2(y).

(c) Bestimmen Sie die Höhenlinien.

(d) Berechnen Sie F(X,Y )(0, 0.5), E(X) und E(Y |X = 12).

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff.,
S.139ff.,171ff.)

(a) Aus den Bedingungen an eine Dichtefunktion ergibt sich:

1. ϕ(x, y) ≥ 0 für alle x, y ⇒ c ≥ 02.

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

ϕ(x, y)dxdy =

+1∫

−1

+1∫

−1

c(x2 + y2)dxdy

= c

+1∫

−1

(1

3x3 + xy2)

∣∣∣∣∣

+1

−1dy

=2

3c

+1∫

−1

(1 + 3y2)dy

=2

3c(y + y3)

∣∣∣∣∣

+1

−1

=2

3c · 4

!= 1 ⇒ c = 3

8
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(b) Für −1 ≤ x ≤ 1 gilt:

ϕ1(x) =

+∞∫

−∞

ϕ(x, y)dy

=

+1∫

−1

3

8(x2 + y2)dy

=3

8(yx2 +

1

3y3)

∣∣∣∣∣

+1

−1

=3

4x2 +

1

4

Damit ist

ϕ1(x) =

34x

2 + 14 für −1 ≤ x ≤ 1

0 sonst

Analog ergibt sich

ϕ2(y) =

34y

2 + 14 für −1 ≤ y ≤ 1

0 sonst

(c) Die Definition für die Höhenlinie lautet: Menge aller
Punkte(x, y) ∈ IR2, für die ϕ(x, y)einen vorgegebenen Wert (Höhe) h
annimmt. (Schnitt durch den Graphen der Dichtefunk-tion auf der
Höhe h)

Sei h > 0. Da ϕ(x, y) ≤ 2c ist, ergeben nur Werte von h ≤ 2c
= 34 Höhenlinien:h = ϕ(x, y))

= 38(x2 + y2)

⇔ x2 + y2 = 83h

d.h. die Höhenlinie wird durch die Gleichung 83h = x2 + y2 bzw.
die Menge {(x, y)|x, y ∈

[−1, 1] und 83h = x2 + y2} beschrieben. Die Höhenlinien sind
hier Kreise (bzw. Kreisaus-schnitte durch die Einschränkung x, y ∈
[−1, 1], s. Abb) mit Mittelpunkt (0,0) und Radius√

83h, wobei 0 ≤ h ≤ 34 ist, d.h. mit Radien zwischen 0 und

√2.

(d)

F(X,Y )(0, 0.5) =

0∫

−∞

0.5∫

−∞

ϕ(x, y)dydx =3

8

0∫

−1

(x2y +1

3y3)

∣∣∣∣∣

0.5

−1dx

=3

8

0∫

−1

(1.5x2 +3

8)dx =

3

8(1

2x3 +

3

8x)

∣∣∣∣∣

0

−1

=21

64(= 0.328125)
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Abbildung 7: Skizze der Funktion ϕ mit ihren Höhenlinien zu
Teilaufgabe (c)

E(X) =

+∞∫

−∞

xϕ1(x)dx =

1∫

−1

(3

4x3 +

1

4x)dx

= (3

16x4 +

1

8x2)

∣∣∣∣∣

1

−1= 0

Für die bedingte Dichte gilt:

ϕY |X= 12(y) =

ϕ(12 , y)

ϕ1(12)

=

314 +

67y

2 für −1 ≤ y ≤ 1

0 sonst

d.h. der bedingte Erwartungswert berechnet sich gemäß:

E(Y |X = 12) =

+∞∫

−∞

yϕY |X= 12(y)dy =

+1∫

−1

(3

14y +

6

7y3)dy

= (3

28y2 +

3

14y4)

∣∣∣∣∣

1

−1= 0.
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Aufgabe 14

Eine Straßenbahn verkehrt zwischen den Haltestellen G und H. Die
Schwarzfahrer unter denFahrgästen sind zu 60% jugendlich und zu 40%
erwachsen. Um diesen das Leben zu erschweren,werden alle Fahrgäste
zwischen G und H zweimal kontrolliert, und zwar zuerst von
KontrolleurNr. 1 und dann von Kontrolleur Nr. 2. Von Kontrolleur
Nr.1 entdeckte Schwarzfahrer werden na-türlich nicht noch einmal
kontrolliert. Kontrolleur Nr. 1 entdeckt 60% der erwachsenen
Schwarz-fahrer und 40% der jugendlichen Schwarzfahrer. Kontrolleur
Nr.2 entdeckt 50% der erwachsenenSchwarzfahrer und 50% der
jugendlichen Schwarzfahrer, die vorher noch nicht von
KontrolleurNr. 1 entdeckt wurden.

(a) Modellieren Sie das Kontrollverfahren durch einen
Wahrscheinlichkeitsraum.

(b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schwarzfahrer
entdeckt wird ?

(c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein entdeckter
Schwarzfahrer jugendlich ist ?

(d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten weiterer
Kombinationsmöglichkeiten

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff.)

(a) Wahrscheinlichkeitsraum:

Grundgesamtheit: Menge aller Schwarzfahrer (betrachtet nach der
Kontrolle)

Ω = {ω |ω Schwarzfahrer}Mengensystem der Ereignisse: Potenzmenge
von Ω (da Ω endlich ist):

A(Ω) = P(Ω)Wahrscheinlichkeitsmaß:

P : P(Ω) → [0, 1]

ω 7→ P ({ω}) = 1N

, N Anzahl der Schwarzfahrer, und somit

A 7→ P (A) = #AN

Es handelt sich um einen ”Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum”
mit der Menge derSchwarzfahrer als Grundgesamtheit.

Zur Differenzierung der Schwarzfahrer werden Zufallsvariablen X
und Y eingeführt

X(ω) =

0 für ω erwachsen

1 für ω jugendlich

Y (ω) =

1 für Schwarzfahrer, entdeckt von Kontrolleur Nr. 1 (K1)

2 für Schwarzfahrer, nicht entdeckt von Kontrolleur K1, entdeckt
von K2

3 für Schwarzfahrer nicht entdeckt

Aus den Angaben ergibt sich:
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P (X = 0) = 0.4, P (X = 1) = 0.6

P (Y = 1 |X = 0) = 0.6, P (Y = 1 |X = 1) = 0.4P (Y = 2 |X = 0) =
0.4 · 0.5, P (Y = 2 |X = 1) = 0.6 · 0.5,P (Y = 3 |X = 0) = 0.4 ·
0.5, P (Y = 3 |X = 1) = 0.6 · 0.5

(b) Gesucht: P (Schwarzfahrer entdeckt)=1 − P (Y = 3)

P (Y = 3) läßt sich zerlegen in die Wahrscheinlichkeit, dass ein
erwachsener Schwarzfahrernicht entdeckt wird, und die
Wahrscheinlichkeit, dass ein jugendlicher Schwarzfahrer
nichtentdeckt wird:

P (Y = 3) = P (Y = 3|X = 0)︸ ︷︷ ︸

=0.4·0.5

·P (X = 0)︸ ︷︷ ︸

=0.4

+ P (Y = 3|X = 1)︸ ︷︷ ︸

=0.6·0.5

·P (X = 1)︸ ︷︷ ︸

=0.6

= 0.08+0.18=0.26

Folglich ergibt sich:P (Schwarzfahrer entdeckt) = 0.74

Alternativ könnte die Wahrscheinlichkeit auch wie folgt
berechnet werden:

P (Schwarzfahrer entdeckt) = P (Y ∈ {1, 2}) = P (Y = 1) + P (Y =
2)

Für die einzelnen Summanden ergibt sich:

P (Y = 1) = P (Y = 1 |X = 0)P (X = 0) + P (Y = 1 |X = 1)P (X =
1)= 0.6 · 0.4 + 0.4 · 0.6 = 0.48

P (Y = 2) = P (Y = 2 |X = 0)P (X = 0) + P (Y = 2 |X = 1)P (X =
1)= 0.26 (analog zu P (Y = 3))

Damit ergibt sich: P (Y = 1) + P (Y = 2) = 0.74

(c) Gesucht wird P (X = 1 |Y ∈ {1, 2})

P (X = 1 |Y ∈ {1, 2}) = P (X = 1, Y ∈ {1, 2})P (Y ∈ {1, 2})

=P (X = 1, Y = 1) + P (X = 1, Y = 2)

0.74

=P (Y = 1 |X = 1)P (X = 1) + P (Y = 2 |X = 1)P (X = 1)

0.74

=0.6 · 0.4 + 0.6 · 0.5 · 0.6

0.74=

0.42

0.74= 0.5676

(d) Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von X and Y
ergibt sich gemäß

P (X = 0, Y = 1) = P (Y = 1 |X = 0) · P (X = 0)= 0.6 · 0.4 =
0.24

zu
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Y = 1 2 3∑

X =

0 0.24 0.08 0.08 0.4

1 0.24 0.18 0.18 0.6∑

0.48 0.26 0.26 1
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Aufgabe 15

In einem Bahnhof steigen drei Reisende in einem Zug ein. Jeder
von ihnen setzt sich zufällig ineines von drei Zugabteilen. Die
Zufallsvariable N bezeichne die Anzahl der (von ihnen)
besetztenAbteile, Xi (i = 1, 2, 3) die Anzahl der Reisenden im
i-ten Abteil.

(a) Bestimmen Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
von N und X1 sowie von X1und X2.

(b) Berechnen Sie E(N), E(X1), V ar(N) und V ar(X1).

(c) Sind N und X1 bzw. X1 und X2 unabhängig?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff., S.155ff.,
S.171ff.)

(a) 1.Weg: Tabelle mit den möglichen Konstellationen (Es wird
zwischen den 3 Reisendenunterschieden, d.h. es gibt 27
Möglichkeiten, wie sich die 3 Reisenden auf die Abteileverteilen
können; jeder der Reisenden hat ja 3 Möglichkeiten. Jede der 27
Möglichkei-ten hat die Wahrscheinlichkeit 127 .)

X1 X2 X3 N Anzahl Möglichkeiten3 0 0 1 10 3 0 1 10 0 3 1 12 1 0
2 32 0 1 2 30 2 1 2 31 2 0 2 31 0 2 2 30 1 2 2 31 1 1 3 6

∑= 27

Man erhält somit folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

x2 0 1 2 3x1

∑

0 127327

327

127

827

1 327627

327 0

1227

2 327327 0 0

627

3 127 0 0 0127

∑ 827

1227

627

127 1

bzw.

n 1 2 3x1

∑

0 227627 0

827

1 0 627627

1227

2 0 627 0627

3 127 0 0127

∑ 327

1827

627 1
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2. Weg: Multinomialverteilung: Multinomial(n, p1, . . . ,
pr)

Die Multinomialverteilung beschreibt folgenden Zufallsvorgang:
In einer Urne befin-den sich Kugeln in den Farben 1, . . . , r,
wobei pi ∈ [0, 1] den Anteil der Kugeln mitFarbe i sei (Es gilt
also

∑ri=1 pi = 1). Es wird eine Stichprobe mit Zurücklegen vom

Umfang n gezogen. Xi sei die Anzahl der Kugeln der Farbe i. Dann
ist die gemeinsameWahrscheinlichkeitsverteilung von (X1, . . . ,
Xr) gegeben durch:

P (X1 = x1, . . . , Xr = xr) =

(n

x1,...,xr

)· p1x1 · · · prxr = n!x1!···xr! · p1

x1 · · · prxr fürr∑

i=1xi = n

0 sonst

Für r = 2 entspricht dies der Binomialverteilung.

Zur Aufgabe: Die Zufallsvariable (X1, X2, X3) ist
multinomialverteilt mit Parametern(3; 13 ,

13 ,

13), da jedes Abteil hier einer Farbe im Urnenmodell
entspricht.

P (X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3) =

3!x1!x2!x3!

· (13)3 für3∑

i=1xi = 3

0 sonst

d.h. wir erhalten die folgenden
Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

X1 0 1 2 3X2

0 (13)3 3 · (13)3 3 · (13)3 (13)3 (23)3

1 3 · (13)3 6 · (13)3 3 · (13)3 0 3 · (13) · (23)2

2 3 · (13)3 3 · (13)3 0 0 3 · (13)2 · (23)

3 (13)3 0 0 0 (13)

3

(23)3 3 · (13) · (23)2 3 · (13)2 · (23) (13)3 1

die einzelnen Komponenten erhält man z.B. gemäß:

P (X1 = 0, X2 = 0) = P (X1 = 0, X2 = 0, X3 = 3) =3!

0!0!3!(1

3)0(

1

3)0(

1

3)3
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X1 0 1 2 3N

1 2 · (13)3 0 0 (13)3 3 · (13)3

2 2 · 3 · (13)3 6 · (13)3 2 · 3 · (13)3 0 18 · (13)3

3 0 6 · (13)3 0 0 6 · (13)3

(23)3 3 · (13) · (23)2 3 · (13)2 · (23) (13)3 1

die einzelnen Komponenten erhält man z.B. gemäß:

P (X1 = 0;N = 1) = P (X1 = 0, X2 = 3, X3 = 0) + P (X1 = 0, X2 =
0, X3 = 3)

Bei den Randverteilungen von X1, X2, X3 handelt es sich um
Binomialverteilungenmit n = 3 und p = 13 .

(b) Der Erwartungswert berechnet sich aus der
Wahrscheinlichkeitsverteilung

E(X1) = 0 · (2

3)3 + 1 · 3 · (1

3) · (2

3)2 + 2 · 3 · (1

3)2 · (2

3) + 3 · (1

3)3 = 1

oder direkt aus dem Erwartungswert der Binomialverteilung.

E(N) = 1 · 3 · (13)3 + 2 · 18 · (1

3)3 + 3 · 6 · (1

3)3 =

57

27=

19

9

V ar(N) = E(N2) − [E(N)]2 mit

E(N2) = 12 · 3 · (13)3 + 22 · 18 · (1

3)3 + 32 · 6 · (1

3)3

=129

27=

43

9

V ar(N) =43

9− (19

9)2 =

26

81= 0.3209.

und mit der Varianz der Binomialverteilung ergibt sich V ar(X1)
= 23 . (Alternativ: E(X21 ) =

53)

(c) N und X1 sind unabhängig, falls P (N = n und X1 = x) = P (N
= n) · P (X1 =x) für alle x ∈ {0, . . . , 3} und alle n ∈ {1, . . .
, 3} ist.Z.B. ist P (N = 1, X1 = 2) = 0 6= 327 · 627 = P (N = 1) ·
P (X1 = 2), d.h. N und X1 sindnicht unabhängig.

Für X1, X2 gilt beispielsweise:

P (X1 = 1 und X2 = 2) =3

276= 12

27· 627

= P (X1 = 1) · P (X2 = 2),

d.h. X1 und X2 sind ebenfalls abhängig. (Da die Gesamtzahl der
Reisenden auf 3 beschränktist, ändern sich durch Kenntnis der
Anzahl der Personen in einem Abteil die möglichenKombinationen für
die anderen beiden Abteile.)
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Aufgabe 16

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X, Y ) besitze die
Dichte

f(X,Y )(x, y) =

x + y für 0 ≤ x, y ≤ 1

0 sonst.

(a) Bestimmen Sie die Randdichten fX(x) und fY (y).

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von (X, Y ).

(c) Sind X und Y unabhängig ?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.155f.)

(a) Für 0 < x < 1 gilt:

fX(x) =

+∞∫

−∞

f(X,Y )(x, y) dy

=

1∫

0

(x + y) dy

= x +1

2

d.h.

fX(x) =

x + 12 für x ∈ [0; 1]

0 sonst

Analog ist für 0 < y < 1:

fY (y) =

+∞∫

−∞

f(x, y) dx

=

1∫

0

(x + y) dy

= y +1

2

d.h.

fY (y) =

y + 12 für y ∈ [0, 1]

0 sonst
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Bemerkung: Wegen der Symmetrie von f(X,Y )(x, y) kann fY (y)
auch direkt aus fX(x)abgelesen werden.

(b) Folgende Bereiche sind zu betrachten:6-u

yu u uu 1 III VII IV0 1�1 2 xI �������

��������

���������

��������������������������������������������

�

1

Abbildung 8: Definitionsbereiche der verschiedene Äste der
Verteilungsfunktion

I: x ≤ 0 oder y ≤ 0 :F(X,Y )(x, y) = 0

II: x, y ∈ [0, 1] :

F(X,Y )(x, y) =

x∫

0

y∫

0

(s + t) ds dt

=

x∫

0

st +1

2t2

∣∣∣∣∣

y

0

ds

=

x∫

0

sy +1

2y2 =

1

2ys2 +

1

2y2s

∣∣∣∣∣

x

0

=1

2yx2 +

1

2y2x =

1

2xy(x + y)

III: y > 1, x ∈ [0, 1] : (vergleiche Bereich II mit y =
1)

F(X,Y )(x, y) =

1∫

0

x∫

0

s + t dt ds

=1

2x(x + 1)

IV: x > 1, y ∈ [0, 1] : (vergleiche Bereich II mit x = 1)

F(X,Y )(x, y) =

y∫

0

1∫

0

s + t dt ds

=1

2y(1 + y)
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V: x, y > 1 : (vergleiche Bereich II mit x = y = 1)

F(X,Y )(x, y) = 1

Damit erhält man:

F(X,Y )(x, y) =

0 für x < 0 y < 0

12xy(x + y) für x, y ∈ [0, 1]

12x(1 + x) für x ∈ [0, 1], y > 1

12y(1 + y) für y ∈ [0, 1], x > 1

1 sonst

(c) Für x, y ∈ [0, 1] gilt:

fX(x) · fY (y) = (x +1

2) · (y + 1

2)

6= x + y = f(X,Y )(x, y)

⇒ X, Y sind somit abhängig.
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Aufgabe 17

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X, Y ) hat folgende
Dichtefunktion:

f(X,Y )(x, y) =

65x für 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x − 1

0 sonst

(a) Bestimmen Sie die Randdichten fX(x) und fY (y).

(b) Sind X und Y unabhängig?

(c) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von X und Y .

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.155f,
S.171ff.)

(a) Für 1 ≤ x ≤ 2 ergibt sich:

fX(x) =

+∞∫

−∞

f(X,Y )(x, y)dy =

x−1∫

0

6

5x dy =

6

5xy

∣∣∣∣∣

x−1

0

=6

5x(x − 1) = 6

5x2 − 6

5x.

Für 0 ≤ y ≤ 1 ergibt sich:

fY (y) =

+∞∫

−∞

fX,Y (x, y)dx =

2∫

y+1

6

5x dx =

3

5x2

∣∣∣∣∣

2

y+1

=3

5(4 − (y + 1)2) = 3

5(−y2 − 2y + 3).

Also ist :

fX(x) =

65x(x − 1) für 1 ≤ x ≤ 2

0 sonst

fY (y) =

35(3 − y2 − 2y) für 0 ≤ y ≤ 1

0 sonst

(b) Beispielsweise gilt:

f(X,Y )(1.5, 0.8) = 0 6= fX(1.5) · fY (0.8) (fX(1.5) > 0 und
fY (0.8) > 0),

d.h. X und Y sind abhängig.
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(c) Die Momente ergeben sich gemäß:

E(X) =

∞∫

−∞

xfX(x)dx =6

5

2∫

1

(x3 − x2)dx = 1.7

V ar(X) = E(X2) − [E(X)]2

=

∞∫

−∞

x2fX(x)dx − (1.7)2 = 2.94 − 2.89 = 0.05

E(Y ) =

∞∫

−∞

yfY (y)dy =3

5

1∫

0

y(−y2 − 2y + 3)dy = 720

V ar(Y ) =3

5

1∫

0

(−y4 − 2y3 + 3y2)dy − ( 720

)2

=9

50− ( 7

20)2 = 0.0575
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Aufgabe 18

Eine Münze wird n-mal geworfen. Beim einmaligen Werfen gilt:

P (Zahl)=p P (Wappen)=1 − p

mit 0 < p < 1. Man geht davon aus, dass die Ergebnisse bei
den einzelnen Würfen sich nichtgegenseitig beeinflussen.
Beschreiben Sie den Zufallsvorgang ”n-maliges Werfen” durch
einenZufallsvektor X = (X1 . . . Xn) (Verwenden Sie hierbei die
Codierung: Wappen=0, Zahl=1).Geben Sie die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X1 . . . , Xn an und bestimmen
Sie

die Wahrscheinlichkeitsverteilung vonn∑

i=1Xi. Wie kann

n∑

i=1Xi interpretiert werden?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.161ff., S.182ff.)

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet sich
gemäß

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =n∏

i=1

P (Xi = xi)

=

n∏

i=1

pxi · (1 − p)1−xi

= p

nPi=1

xi · (1 − p)n−

nPi=1

xi

Das Ereignis (X1, ..., Xn) = (x1, ..., xn) ist eine Permutation
(Reihenfolge der Einsen und Nullenwird beachtet), dessen
Wahrscheinlichkeit p

Pni=1 xi(1 − p)n−

Pni=1 xi ist. Insgesamt gibt es

(nk

)

Permutationen (x1, ..., xn) mit der Eigenschaft∑n

i=1 xi = k. Somit folgt

P (

n∑

i=1

Xi = k) =

(n

k

)

pk(1 − p)n−k,

d.h.∑n

i=1 Xi ist binomialverteilt mit Parameter n, p.
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Aufgabe 19

Überprüfen Sie die folgenden Behauptungen:

(a) Für zwei beliebige diskrete Zufallsvariablen X und Y gilt:
Hängt die bedingte Wahrschein-lichkeit von Y unter der Bedingung X
= x nicht von x ab, ist also für alle x überein-stimmend, so stimmt
die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der
Randverteilungüberein (die Umkehrung gilt offensichtlich auch).

(b) Für stetige Zufallsvariablen X und Y gilt die analoge
Beziehung zwischen bedingter Dichteund Randdichte.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.152ff.)

(a) Formal lautet die Behauptung: Seien X,Y diskrete
Zufallsvariablen mit xi ∈ IR, i =1, . . . , n1, Werte von X und yi,
i = 1, . . . , n2, Werte von Y . Dann gilt:

Ist P (Y = yi|X = xj) = P (Y = yi|X = xk) für alle i ∈ {1, . . .
, n2} und alle xj , xkmit j 6= k, j, k ∈ {1, . . . , n1}, dann ist
P (Y = yi|X = xj) = P (Y = yi), für jedesxj , j ∈ {1, . . . , n1}
und alle i ∈ {1, . . . , n2}.Der Beweis dazu: (analog zum Beweis zu
Satz 8.9, Deskriptive Statistik)

P (Y = yi) =

n1∑

j=1

P (Y = yi, X = xj) =

n1∑

j=1

P (Y = yi|X = xj) · P (X = xj)

= P (Y = yi|X = x∗)n1∑

j=1

P (X = xj) = P (Y = yi | X = x∗).

mit x∗ ∈ {xj |j = 1, . . . , n1} beliebig (Verwendung des
Bedingungsteil der Aussage).

(b) Die Behauptung lautet nun: X, Y seien stetige
Zufallsvariablen mit fY |X=x(y) = fY |X=x′ (y)

für alle y, x, x′ ∈ IR, dann gilt fY |X=x(y) = fY (y) für jedes
x.

Der Beweis dazu:

fY (y) =

∞∫

−∞

f(X,Y )(x, y)dx =

∞∫

−∞

f(X,Y )(x, y)

fx(x)· fx(x) dx

=

∞∫

−∞

fY |X=x(y) · fx(x) dx = fY |X=x∗(y) ·∞∫

−∞

fx(x) dx

= fY |X=x∗(y).
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Aufgabe 20

Sei (X, Y ) eine zweidimensionale Zufallsvariable mit der
Dichte

f(X,Y )(x, y) =

14(x + y + xy) für 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2

0 sonst

(a) Berechnen Sie E(X) und E(Y ).

(b) Bestimmen Sie die Kovarianzmatrix von (X, Y ).

(c) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten von X und Y
.

(d) Sind X und Y unabhängig?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.171ff., S.155f.)

(a) Zur Berechnung der Erwartungswerte werden zuerst die
Randdichten bestimmt. Für 0 ≤x ≤ 1 gilt:

fX(x) =

∞∫

−∞

f(X,Y )(x, y)dy =

2∫

0

1

4(x + y + xy)dy

=1

4(xy +

1

2y2 +

1

2xy2)

∣∣∣∣∣

2

0

=1

4(2x + 2 + 2x) = x +

1

2,

und es ergibt sich

fX(x) =

x + 12 für x ∈ [0, 1]

0 sonst

Für 0 ≤ y ≤ 2 ist:

fY (y) =1

4

1∫

0

(x + y + xy)dx =1

4(1

2x2 + xy +

1

2x2y)

∣∣∣∣∣

1

0

=1

4(1

2+ y +

1

2y) =

3

8y +

1

8,

d.h. die Randdichte von y lautet:

fY (y) =

38y +

18 für y ∈ [0, 2]

0 sonst
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Für die Erwartungswerte ergibt sich somit:

E(X) =

1∫

0

x(x +1

2)dx = (

1

3x3 +

1

4x2)

∣∣∣∣∣

1

0

=7

12

E(Y ) =

2∫

0

y(3

8y +

1

8) =

1

8(y3 +

1

2y2)

∣∣∣∣∣

2

0

=1

8(8 + 2) =

5

4

(b) Die Kovarianzmatrix lautet:

C(X, Y ) =

(V ar(X) Cov(X, Y )

Cov(X, Y ) V ar(Y )

)

Für die einzelnen Einträge ergibt sich:

V ar(X) = E(X2) − (E(X))2 =1∫

0

x2(x +1

2)dx − ( 7

12)2

= (1

4x4 +

1

6x3)

∣∣∣∣∣

1

0

− ( 712

)2 =5

12− 49

144=

11

144

V ar(Y ) = E(Y 2) − (E(Y ))2 =2∫

0

y2(3

8y +

1

8)dy − (5

4)2

=1

8(3

4y4 +

1

3y3)

∣∣∣∣∣

2

0

− (54)2 =

1

8(12 +

8

3) − 25

16=

11

6− 25

16=

13
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Die Formel für die Kovarianz lautet:

Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]

E(XY ) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

xyf(X,Y )(x, y)dydx =1

4

1∫

0

2∫

0

xy(x + y + xy)dydx

=1

4

1∫

0

(1

2x2y2 +

1

3xy3 +

1

3x2y3)

∣∣∣∣∣

2

0

dx =1

4

1∫

0

(2x2 +8

3x +

8

3x2)dx

=1

4(2

3x3 +

4

3x2 +

8

9x3)

∣∣∣∣∣

1

0

=1

4(12 + 24 + 16

18) =

13

18

somit erhält man:

Cov(X, Y ) =13

18− ( 7

12· 54) =

104

144− 105

144= − 1

144
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Damit ergibt sich die Kovarianzmatrix:

11144 − 1144

− 1144 1348

(c) Der Korrelationskoeffizient lautet:

̺X,Y =Cov(X, Y )

√

V ar(X)V ar(Y )

=− 1144

√11144 · 1348

= −0.0483

(d) Es gilt: ρx,y 6= 0, d.h. X und Y sind abhängig. Analog zur
deskriptiven Statistik gilt aber:X, Y unabhängig, dann Cov(X, Y ) =
0 = ̺X,Y , aber nicht umgekehrt.
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Aufgabe 21

(a) Bestimmen Sie für die Gleichverteilung über der Fläche A =
{(x, y)|x2 + y2 < 1} ⊂ IR× IRdie bedingte Verteilung f(y|x0) für
ein beliebiges x0 ∈ (−1, 1). Wie sehen die Höhenliniender bedingten
Verteilung in Abhängigkeit von x0 aus? Sind die beiden Komponenten
einesZufallsvektors mit Gleichverteilung über A unabhängig?

(b) Die Zufallsvariable T gebe einen entsprechend der
Gleichverteilung zufällig aus dem In-tervall [0, α], α > 0,
ausgewählten Punkt an. Von diesem Zufallsexperiment werden
nunabhängige Wiederholungen gemacht (d.h. wir betrachten n
unabhängige Realisationender Zufallsvariablen T ). Die
Zufallsvariable X gebe an, wie oft dabei ein Wert aus einemfest
vorgegebenen Teilintervall von [0, α] der Länge s gewählt wurde.
Wie groß ist dieWahrscheinlichkeit P (X = k)?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.155f.,
S.161ff.)

(a) Sei (X, Y ) eine zweidimensionale Zufallsvariable mit
Gleichverteilung über A. Die Flächevon A ist π, also ist die Dichte
von (X, Y ):

f(x, y) =1

π1A(x, y) =

1π für (x, y) ∈ A

0 sonst

Die Randdichte von X an der Stelle x0 lautet

fX(x0) =

∞∫

−∞

f(x0, y)dy · 1(−1,1)(x0) =

√1−x20∫

−√

1−x20

1

πdy =

1

π2√

1 − x20 1(−1,1)(x0).

Für x0 ∈ (−1, 1) gilt damit:

f(y|x0) =f(x0, y)

fX(x0)=

1π1A(x0, y)1π2√

1 − x20=

1π1(−

√1−x20,

√1−x20)

(y)

1π2√

1 − x20

=

1

2√

1−x20für −

√

1 − x20 < y <√

1 − x20

0 sonst

Die bedingte Verteilung ist ebenfalls eine Gleichverteilung. Die
Höhenlinie entspricht derDichtefunktion der Gleichverteilung über
dem Intervall −

√

1 − x20 < y <√

1 − x20, d.h.für x0 ist das Niveau 1

2√

1−x20. fY (y0) entspricht aus Symmetriegründen fX(x0). Damit
ist

f(x, y) 6= fX(x)fY (y) für (x, y) ∈ A. Die Zufallsvariablen sind
folglich abhängig.

(b) Wenn (a, b) das Teilintervall der Länge s von [0;α] ist, in
dem k von n Werten liegen sollen,dann gilt für T (einmalige
Durchführung):

P (T ∈ (a, b)) = F (b) − F (a) = 1α

b − 1α

a =b − a

α=

s

α,
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d.h. die Zufallsvariable 1{T∈(a,b)} ist bernoulliverteilt mit p
=sα . Die Zufallsvariable X, die

die Anzahl der Werte im Intervall (a, b) bei n−facher
unabhängiger Wiederholung angibt,ist binomialverteilt mit Parameter
p = sα , d.h. mit P (X = k) =

(nk

)pk(1− p)n−k lautet die

gesuchte Wahrscheinlichkeit:

(n

k

)

(s

α)k(1 − s

α)n−k =

(n

k

)sk(α − s)n−k

αn
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Aufgabe 22

Die Anzahl Y der Partikel, die eine Zählkammer in einer
bestimmten Zeitspanne erreichen,ist poissonverteilt mit Parameter
λ. Von den eintretenden Partikeln wird ein Spannungsstossausgelöst,
der ein gewisses Vielfaches von Y beträgt. Der zufällig, aber
unabhängig von Y erzeugteMultiplikator X hat die Dichtefunktion

f(x) =1

(1 + x)2(x ≥ 0) .

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die so entstehende
Spannung kleiner als 1 ist.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.194ff.)

Die Poisson-Verteilung lautet: P (Y = k) = e−λ · λkk! (k = 0, 1,
2, ...). Die Wahrscheinlichkeit, dassder Spannungsstoß kleiner 1
ist, berechnet sich gemäß:

P (X · Y < 1) = P [∞⋃

k=1

{Y = h} ∩ {X < 1h} ∪ {Y = 0}]

=∞∑

k=1

P (Y = k und X <1

k) + P (Y = 0)

=

∞∑

k=1

P (Y = k) · P (X < 1k) + P (Y = 0).

Die erste Gleichung folgt aus der Tatsache, dass P (X = 0) = 0
gilt, da X stetig ist; die zweiteaus der Unabhängigkeit von X und Y
. Für den zweiten Faktor im letzten Ausdruck erhält man:

P (X <1

k) =

1k∫

0

1

(1 + x)2dx = (− 1

1 + x)

∣∣∣∣∣

1k

0

= 1 − 11 + 1k

= 1 − kk + 1

=k + 1

k + 1− k

k + 1=

1

k + 1.

Damit ergibt sich:

P (X · Y < 1) =∞∑

k=1

P (Y = k) · 1k + 1

+ P (Y = 0) =

∞∑

k=1

e−λ · λk

k!· 1k + 1

+ e−λ

= e−λ ·∞∑

k=0

λk

(k + 1)!= e−λ

1

λ

∞∑

k=0

λk+1

(k + 1)!

= e−λ · 1λ·

∞∑

k=1

λk

k!=

1

λ

∞∑

k=1

λk

k!e−λ =

1

λ(1 − λ

0

0!e−λ)

=1 − e−λ

λ.
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Aufgabe 23

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den
Erwartungswert und die Varianz der Sum-me einer B(m, p)-verteilten
Zufallsvariablen X und einer B(n, p)-verteilten Zufallsvariablen Y
.(X und Y seien unabhängig)

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.182ff.)

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Summe zweier
unabhängiger binomialverteilterZufallsvariablen, es handelt sich
also um eine Faltung (diskreter Fall).

X ∼ Bin(n, p) , Y ∼ Bin(m, p)

P (X = x) =

(n

x

)

px(1 − p)n−x , P (Y = y) =(

m

y

)

py(1 − p)m−y

Für 0 ≤ z ≤ n + m besitzt Z = X + Y die
Wahrscheinlichkeitsverteilung:

P (Z = z) = P (X + Y = z)

=∑

x,y≥0, x+y=zP (X = x)P (Y = y)

=z∑

x=0

(n

x

)

px(1 − p)n−x(

m

z − x

)

pz−x(1 − p)m−z+x

=z∑

x=0

(n

x

)(m

z − x

)

· pz(1 − p)m+n−z

=

(n + m

z

)

pz(1 − p)m+n−z, daz∑

x=0

(n

x

)(m

z − x

)

=

(n + m

z

)

ist.

Z ist damit Bin(n + m, p)-verteilt. Daraus folgt:

E(Z) = (n + m)p, V ar(Z) = (n + m)p(1 − p).
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Aufgabe 24

(a) Analog zu Aufgabe 20 sei der Ausgang eines
Zufallsexperiments durch eine ZufallsvariableX beschrieben. Das
Zufallsexperiment wird ohne gegenseitige Beeinflussung n-mal
wie-derholt. Beschreiben Sie diesen Vorgang durch einen
Zufallsvektor Y = (Y1 . . . , Yn) undbestimmen Sie die
Verteilungsfunktion von Y , wenn die Verteilungsfunktion von X
gege-ben ist.

(b) Wie lautet die Verteilungsfunktion, wenn

(i) X poissonverteilt ist mit Parameter λ > 0

(ii) X binomialverteilt ist mit m und p

(iii) X exponentialverteilt ist mit Parameter λ > 0

(iv) X normalverteilt ist mit Mittelwert µ und Varianz σ2

(c) Wie lautet in den Fällen (b)(i)-(iv) die Verteilungsfunktion
vonn∑

i=1Yi.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.161ff., S.182ff.)

(a) Sei FX die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X. Dann
gilt aufgrund der Unabhängig-keit für die Verteilungsfunktion FY
von Y = (Y1, . . . , Yn) für y = (y1, . . . , yn) ∈ IRn:

FY (y1, . . . , yn) = FY1(y1) · · · · · FYn(yn) =n∏

i=1

FX(yi)

(b) Für die angegebenen Verteilungen gilt nun:

(i)

FY (y1, . . . , yn) =n∏

i=1

(

[yi]∑

k=0

λk

k!e−λ)

(ii)

FY (y1, . . . , yn) =n∏

i=1

(

min{[yi],m}∑

k=0

(m

k

)

pk(1 − p)m−k)

(iii)

FY (y1, . . . , yn) =n∏

i=1

(1 − e−λyi) · 1[0,∞)(yi) = 1[0,∞)(min{yi})n∏

i=1

(1 − e−λyi)

(iv)

FY (y1, . . . , yn) =n∏

i=1

Φ(yi − µ

σ) =

n∏

i=1

yi∫

−∞

1√2πσ

e−(x−µ)2

2σ2 dx
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(c) (i) eine Summe von n unabhängigen identisch
poissonverteilten Zufallsvariablen ist wieder

poissonverteilt mit Parameter n · λ, d.h. für die
Verteilungsfunktion von Z =n∑

i=1Yi

gilt:

FZ(z) =

[z]∑

k=0

(n · λ)kk!

e−nλ

Für den Fall n = 2 folgt:

P (Z = z) = P (Y1 + Y2 = z) = P (z⋃

k=0

{Y1 = k} ∩ {Y2 = z − k}

=z∑

k=0

P ({Y1 = k} ∩ {Y2 = z − k})

=z∑

k=0

P (Y1 = k) · P (Y2 = z − k)

=z∑

k=0

λk

k!e−λ · λ

z−k

(z − k)!e−λ

= (z∑

k=0

λz

k!(z − k)! ) · e−2λ

= (z∑

k=0

z!

k!(z − k)! )︸ ︷︷ ︸

=2z

·λz

z!e−2λ

= 2z · λz

z!· e−2λ = (2λ)

z

z!· e−2λ, mit z ∈ N

FZ(z) =

[z]∑

k=0

P (Z = z) =

[z]∑

k=0

(2λ)k

k!· e−2λfür z ∈ R

(ii) Eine Summe von n unabhängigen identisch B(m, p)-verteilten
Zufallsvariablen ist wie-der binomialverteilt mit Parametern n ·m
und p, d.h. für die Verteilungsfunktion vonZ =

n∑

i=1Yi gilt:

FZ(z) =

min{z,n·m}∑

k=0

(n · m

k

)

pk(1 − p)n·m−k

(iii) Behauptung:

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Z := Y1 + . . . +
Yn, wobei Yiiid∼ Exp(λ)

besitzt die Form

FZ(z) =

0 für z ≤ 0

1 − e−λzn−1∑

k=0

(λz)k

k! für z > 0

Beweis: Die Verteilungsfunktion FZ besitzt genau dann die
angegebene Form, wenn
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die Dichte fZ die folgende Form hat (Produktregel!):

fZ(z) =

0 für z ≤ 0

λn

(n−1)!zn−1e−λz für z > 0

Wir beweisen durch vollständige Induktion, dass die Dichte fn
einer Summe von n(n ∈ IN) unabhängigen identisch
exponentialverteilter Zufallsvariablen genau dieseGestalt
besitzt.

Induktionsanfang: Für n = 1 gilt:

f1(x) =λ1

0!x0 · e−λx · 1(0,∞)(x) =

λe−λx für x > 0

0 für x ≤ 0

Induktionsannahme: Angenommen für ein n ∈ IN gelte:

fn(x) =

0 für x ≤ 0

λn

(n−1)!xn−1e−λx für x > 0

dann gilt für fn+1 (für x > 0) : (Induktionsschritt)

fn+1(x) =

∞∫

−∞

fn(t)f1(x − t)dt =x∫

0

λn

(n − 1)! tn−1e−λt · λe−λ(x−t)dt

= λn+1e−λxx∫

0

tn−1

(n − 1)!dt =λn+1

n!xne−λx.

Dies vollendet den Beweis.

(iv) Eine Summe von n unabhängigen N(µ, σ2)-verteilten
Zufallsvariablen ist wieder nor-malverteilt mit Mittelwert n · µ
und Varianz n · σ2, d.h. die Verteilungsfunktion vonZ =

n∑

i=1Yi lautet:

FZ(z) = Φ

(z − nµ√

n · σ

)

=

z∫

−∞

1√2πnσ2

e−(x−nµ)2

2nσ2 dx
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Aufgabe 25

Veranschaulichen Sie sich den Begriff Faltung anhand der beiden
unabhängigen diskreten Zu-fallsvariablen X und Y mit den
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

X = x 1 2 3 Y = y -1 0 1P (X = x) 0.3 0.2 0.5 P (Y = y) 0.3 0.4
0.3

Was ändert sich, wenn X und Y stetige Zufallsvariablen sind?

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.182ff.)

Sei (X, Y ) eine zweidimensionale Zufallsvariable (X
Zufallsvariable auf (Ω1, A(Ω1), P1), Y Zu-fallsvariable auf (Ω2,
A(Ω2), P2)). Die Summe Z = X + Y ist ebenfalls eine
Zufallsvariable, dieauf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω1 × Ω2, A(Ω1
× Ω2), P1 × P2)1 definiert ist.Anschaulich:

Die Punktmenge (X, Y diskret) bzw. Teilmenge des IR2 (X, Y
stetig) wird durch die Bildungder Summe Z = X + Y so
zusammengefaltet, dass alle Kombinationen (x, y) von Werten
derZufallsvariable (X, Y ), deren Summe identisch ist,
zusammengefasst werden (s.Abb.). Die Wahr-scheinlichkeit für Z = z
ist gleich der Wahrscheinlichkeit dafür, eine Kombination (x, y)
aus derMenge der Werte (x, y) mit x + y = z zu erhalten, d.h. für
diskrete X, Y :

P (Z = z) =∑

(x,y):x+y=z

P (X = x, Y = y)

und bei Unabhängigkeit

P (Z = z) =∑

(x,y):x+y=z

P (X = x)P (Y = y)

Z = X + Y kann die Werte 0, 1, 2, 3 und 4 annehmen. Dabei
ist

P (Z = 0) = P (X = 1, Y = −1) = P (X = 1)P (Y = −1)= 0.3 · 0.3 =
0.09

P (Z = 1) = P (X = 1, Y = 0) + P (X = 2, Y = −1)= 0.3 · 0.4 +
0.2 · 0.3 = 0.12 + 0.06 = 0.18

P (Z = 2) = P (X = 1, Y = 1) + P (X = 2, Y = 0) + P (X = 3, Y =
−1)= 0.3 · 0.3 + 0.2 · 0.4 + 0.5 · 0.3 = 0.09 + 0.08 + 0.15 =
0.32

P (Z = 3) = P (X = 2, Y = 1) + P (X = 3, Y = 0)

= 0.2 · 0.3 + 0.5 · 0.4 = 0.06 + 0.2 = 0.26P (Z = 4) = P (X = 3,
Y = 1) = 0.5 · 0.3 = 0.15

1A(Ω1 × Ω2) ist die von A(Ω1) × A(Ω2) erzeugte σ−Algebra, d.h.
die kleinste σ−Algebra, die A(Ω1) × A(Ω2)als Teilmenge enthält.
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Abbildung 9: Veranschaulichung des ”Faltungsprozesses”

Für stetige Zufallsvariablen X und Y gilt:

fZ(z) =

+∞∫

−∞

fX,Y (x, z − x)dx

bzw. bei Unabhängigkeit von X und Y :

fZ(z) =

+∞∫

−∞

fX(x) · fY (z − x) dx.

Die Verteilungsfunktion erhält man durch

FZ(α) =

+α∫

−∞

fZ(z)dz.
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Aufgabe 26

Die Lebensdauer von einer Anlage sei exponentialverteilt mit
Parameter λ1 > 0. Bei Ausfallder Anlage wird automatisch und
ohne zeitliche Verzögerung ein Notaggregat eingesetzt,
dessenLebensdauer unabhängig von der Lebensdauer der Anlage und
ebenfalls exponentialverteilt istmit einem Parameter λ2 mit 0 <
λ2 ≤ λ1.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung der Gesamtlebensdauer des
Systems.

(b) Wie lautet die Verteilungsfunktion im Spezialfall λ2 =
λ1?

(c) Unter der Voraussetzung, dass λ1 = 2λ2 ist, ist λ1 so zu
bestimmen, dass eine Gesamt-lebensdauer des Systems von mindestens
1000 Zeiteinheiten mit 90% Wahrscheinlichkeitgarantiert werden
kann.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.182ff.)

Sei X1 die Zufallsvariable, die die Lebensdauer der Anlage
modelliert und X2 die Zufallsvariable,die die Lebensdauer des
Notaggregats beschreibt, dann gilt:

X1 ∼ Exp(λ1) bzw. X2 ∼ Exp(λ2)

(a) Gesucht ist die Verteilung der Gesamtlebensdauer, d.h. die
Verteilung der ZufallsvariablenY = X1 + X2. Mit Hilfe der Formel
aus Aufgabe 26 ergibt sich für die Dichte fY (y)
derZufallsvariablen Y für y ≥ 0, wobei λ2 < λ1:

fY (y) =

∞∫

−∞

fX1(x)fX2(y − x)dx

=

∞∫

−∞

λ1e−λ1x · 1[0,∞)(x) · λ2e−λ2(y−x) · 1[0,∞)(y − x)dx

=

∞∫

−∞

λ1λ2e−λ1x−λ2y+λ2x · 1[0,∞)(min{x, y − x})dx

= λ1λ2e−λ2y

y∫

0

e(−λ1+λ2)xdx (∗)

= λ1λ2e−λ2y

(1

λ2 − λ1e(λ2−λ1)x

)∣∣∣∣∣

y

0

= λ1λ2e−λ2y ·

(1

λ2 − λ1e(λ2−λ1)y − 1

λ2 − λ1

)

=λ1λ2

λ2 − λ1e−λ1y − λ1λ2

λ2 − λ1e−λ2y

=λ1λ2

λ2 − λ1(e−λ1y − e−λ2y)
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d.h. die Verteilungsfunktion ergibt sich gemäß:

FY (y) =

y∫

0

λ1λ2λ2 − λ1

(e−λ1t − e−λ2t)dt

=λ1λ2

λ2 − λ1

(

− 1λ1

e−λ1t +1

λ2e−λ2t

)∣∣∣∣∣

y

0

=λ1λ2

λ2 − λ1

(

− 1λ1

e−λ1y +1

λ2e−λ2y +

1

λ1− 1

λ2

)

=λ1λ2

λ2 − λ1

(1

λ2e−λ2y − 1

λ1e−λ1y +

λ2 − λ1λ1λ2

)

= 1 +λ1

λ2 − λ1e−λ2y − λ2

λ2 − λ1e−λ1y

(b) Für λ = λ1 = λ2 ergibt sich aus (∗) (y∫

0

dx = y) :

fY (y) = λ2ye−λy · 1[0,∞)(y)

bzw. FY (y) =

y∫

0

λ2te−λtdt = −λte−λt∣∣∣∣

y

0

+

y∫

0

λe−λtdt

= −λye−λy − e−λt∣∣∣∣

y

0

= −λye−λy − e−λy + 1

= 1 − (λy + 1)e−λy = 1 − e−λy(1 + λy)

Es handelt sich hierbei um die Erlang-Verteilung mit Stufenzahl
2.

(c) Ansatz:

P [Y ≥ 1000] ≥ 0, 9⇔ 1 − P [Y < 1000] ≥ 0, 9

⇔ P [Y < 1000] ≤ 0, 1FZ(1000) ≤ 0, 1 ⇒ Hinreichend FZ(1000) =
0, 1, mit λ1 = 2λ2

d.h.:

1 +2λ2

λ2 − 2λ2e−λ2·1000 − λ2

λ2 − 2λ2e−2λ2·1000 = 0.1

⇐⇒ 0.9 − 2e−1000·λ2 + e−2000·λ2 = 0z:=e−1000·λ2⇐⇒ z2 − 2z + 0.9
= 0

⇐⇒ z1/2 = 1 ±√

0.1.

z1 = 1 +√

0.1 = e−1000λ2 ergibt ein negatives λ2, also keine Lösung,
d.h

λ2 = −ln z

1000= − ln(1 −

√0.1)

1000= 0.00038,

also λ1 ≈ 0.00076.
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Aufgabe 27

Die Lebensdauern T1 und T2 zweier elektrischer Bauteile B1 und
B2 seien exponentialverteiltmit den Parametern λ1 = 1500 und λ2
=

1300 und unabhängig.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass B1 bzw. B2
den Zeitpunkt t0 = 200überlebt, wenn das jeweilige Bauteil zur Zeit
t = 0 eingesetzt wurde. Wie groß ist dieWahrscheinlichkeit dafür,
dass das jeweilige Bauteil nach Erreichen von t0 noch weitere200
Stunden arbeitet?

(b) Bestimmen Sie die Lebensdauerverteilung eines aus B1 und B2
bestehenden Reihen- bzw.Parallelsystems.

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafür, dass das
Reihen- bzw. das Parallelsystemden Zeitpunkt t = 200 überlebt.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.190f., S.189f.)

(a) Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung ist:

F (t) =

0 für t < 0

1 − e−λ·t für t ≥ 0

P (T1 ≥ 200) = 1 − F (200) = e−200500

= 0.6703 (= P (T1 ≥ 400 |T1 > 200))P (T2 ≥ 200) = e−

200300

= 0.5134 (= P (T2 ≥ 400 |T2 > 200))

Die Exponentialverteilung ist eine Verteilung ohne Gedächtnis,
vgl. Aufgabe 10.

(b) Das Reihensystem

B1 B2

ist intakt, wenn beide Bauteile intakt sind, d.h. Ts = min{T1,
T2} ist der Zeitpunkt desSystemausfalls.

P (Ts ≤ t) = P (min{T1, T2} ≤ t) = 1 − P (min{T1, T2} > t)= 1
− P (T1 > t und T2 > t) = 1 − P (T1 > t) · P (T2 > t)
(Unabhängigkeit!)= 1 − (1 − FT1(t)) · (1 − FT2(t)) = 1 −
e−λ1·te−λ2·t= 1 − e−(λ1+λ2)·t = FTs(t)
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d.h. das Minimum und damit die Lebensdauer des Reihensystems ist
exponentialverteiltmit dem Parameter (λ1 + λ2).

Das Parallellsystem

B1

B2

ist intakt, solange mindestens eines der beiden Bauteile intakt
ist, d.h. Ts = max {T1, T2}ist der Zeitpunkt des
Systemausfalls.

P (Ts ≤ t) = P (max{T1, T2} ≤ t) = P (T1 < t und T2 < t)=
P (T1 ≤ t) · P (T2 ≤ t) = FT1(t) · FT2(t)= (1 − e−λ1·t) · (1 −
e−λ2·t) = 1 − e−λ1·t − e−λ2·t + e−(λ1+λ2)·t= FTs(t)

d.h. das Maximum und damit die Lebensdauer des Parallelsystems
ist nicht exponential-verteilt.

(c) Die Überlebenswahrscheinlichkeit des Reihensystem ist:

P (Ts ≥ 200) = 1 − P (Ts < 200) = e−(1

500+ 1

300)·200 = e−

800150000

·200 = e−1615

= 0.3442.

Die Überlebenswahrscheinlichkeit des Parallellsystem ist:

P (Ts ≥ 200) = 1 − P (Ts < 200) = e−1

500·200 + e−

1300

·200 − e−( 1500+ 1300 )·200= 0.8396.
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Aufgabe 28

Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt auf dem Intervall [1,
3]. Y = (Y1, . . . , Yn) sei eine Stich-probe mit Zurücklegen zu
X.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von Y und die Randverteilung
von Yi, i = 1, . . . , n.

(b) Berechnen Sie die Dichte der Spannweite R von Y .

(c) Geben Sie den Erwartungswert von R an.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.161ff., S.139ff.,
S.191ff.,S.79ff.)

(a) Für die gemeinsame Verteilungsfunktion FY gilt:

FY (y1, . . . , yn) =

n∏

i=1

FX(yi)

Da X gleichverteilt ist, gilt:

fX(x) =

12 für x ∈ [1, 3]

0 sonst

FX(α) =

0 für α ∈ [−∞, 1]

12(α − 1) für α ∈ [1, 3]

1 sonst

Damit ergibt sich:

FY (y1, . . . , yn) =

0 für yi < 1 für mindestens ein i ∈ {1, . . . , n}

1

2n

n∏

i=1

(yi − 1) für yi ∈ [1, 3] für alle i = 1, . . . , n

1

2#I

∏

i∈I(yi − 1) für yi ∈ [1, 3] für i ∈ I ⊆ {1, . . . , n} und yi
> 3

für alle i ∈ {1, . . . , n} \ I

1 sonst
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und als Randverteilung von Yi, i = 1, . . . , n :

FYi(yi) = limyj→∞;j 6=i

FY (y1, . . . , yn) = FX(yi)

=

0 falls yi < 1

12(yi − 1) für yi ∈ [1, 3]

1 yi ∈ [3,∞)

(b) Y = (Y1, . . . , Yn) ist nach Voraussetzung eine Stichprobe
mit Zurücklegen zu X. Damit istdie gemeinsame Dichte von max{Yi}
und min{Yi}: (s. Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 192)

f(x, y) =

n(n − 1)(12(x − y))n−2 1

2

1

2für 1 ≤ y < x < 3

0 sonst

=

(1

2)nn(n − 1)(x − y)n−2 für 1 ≤ y < x < 3

0 sonst

Die Dichte der Spannweite ergibt sich daraus zu:

fR(z) =

∞∫

−∞

f(x, x − z)dx

=

0 für z ≤ 0 (da sonst y = x − z ≥ x)

3∫

1+z(∗)

(1

2)nn(n − 1)(x − (x − z))n−2 dx für 0 < z < 2

0 für z ≥ 2 (da sonst mit x < 3 gilt,dass x − z < 1
ist.)

Bemerkung zu (∗): Aus 1 ≤ y = x − z folgt x ≥ z + 1.Das Integral
im zweiten Funktionsast ergibt:

3∫

z+1

(1

2)nn(n − 1)(x − (x − z))n−2 dx = (1

2)nn(n − 1)

3∫

z+1

zn−2 dx

= (1

2)nn(n − 1)

(xzn−2

)∣∣∣∣

3

z+1

= (1

2)nn(n − 1)(2 − z)zn−2
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(c) Der Erwartungswert berechnet sich gemäß:

E(R) =

+∞∫

−∞

zfR(z) dz =

2∫

0

z(1

2)nn(n − 1)(2 − z)zn−2 dz

= (1

2)nn(n − 1)

2∫

0

(2z − z2)zn−2 dz = (12)nn(n − 1)

2∫

0

(2zn−1 − zn) dz

= (1

2)nn(n − 1)

(2

nzn − 1

n + 1zn+1

) ∣∣∣∣

2

0

= (1

2)nn(n − 1)

(2

n2n − 1

n + 12n+1

)

= 2n(n − 1)(

1

n− 1

n − 1

)

= 2n − 1n + 1
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Aufgabe 29

(a) Gegeben seien zwei unabhängige diskrete Zufallsvariablen X
und Y mit den in der Aufgabe26 definierten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeitsver-teilung von Z = XY .

(b) Betrachten Sie nun die beiden unabhängigen stetigen
Zufallsvariablen X und Y mit denDichtefunktionen

fX(x) =

215x für 1 ≤ x ≤ 4

0 sonst,

fY (y) =

112y für 1 ≤ y ≤ 5

0 sonst.

(i) Bestimmen Sie die Dichtefunktion des Produkts Z = XY .

(ii) Überlegen Sie sich, wie Sie die Dichte von Z = XY berechnen
können.

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.194ff.)

(a) Für das Produkt erhält man analog zur Summe im diskreten
Fall:

P (

n∏

i=1

Yi = z) =∑

(y1,...,yn):Q

yi=z

P ((Y1 . . . Yn) = (y1 . . . yn))

Die Werte der Zufallsvariable XY mit X und Y aus Aufgabe 26
ergeben sich gemäß

folgender Tabelle

y \ x 1 2 3-1 -1 -2 -30 0 0 01 1 2 3

zu: -3,-2,-1,0,1,2,3.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich nach der Tabelle
zu

P (Z = −3) = P (X · Y = −3) = P ((X, Y ) = (3,−1)) = 0.15

und analog für die Werte -2,-1,1,2,3 sowie

P (Z = 0) = P (X, Y ) ∈ {(1, 0), (2, 0), (3, 0)} = 0.4.

Insgesamt lautet die Wahrscheinlichkeitsverteilung damit:
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z -3 -2 -1 0 1 2 3P (Z = z) 0.15 0.06 0.09 0.4 0.09 0.06
0.15

(b) (i) Dichtefunktion für Z = X · Y (s.
Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 195) ist:

fZ(z) =

∞∫

−∞

f(X,Y )(x,z

x)

1

|x| dx

bzw. da X und Y unabhängig sind, ist die Dichtefunktion:

fZ(z) =

∞∫

−∞

fX(x)fY (z

x)

1

|x| dx

Für welche Werte von x zu vorgegebenem z ist der Integrand von
Null verschieden?Dies ist genau dann der Fall, wenn fX(x) 6= 0 ist
(also für x ∈ [1, 4]) und wennfY (

zx) 6= 0 ist (also für zx ∈ [1, 5]). Damit muß x ≥ 1 und zx ≤ 5
d.h. x ≥ z5 sein, also

x ≥ max{1, z5}. Ferner folgt aus x ≤ 4 und zx ≥ 1, d.h. x ≤ z, x
≤ min{4, z}. Damitergibt sich für die Dichtefunktion:

fZ(z) =

min{4,z}∫

max{1, z5}

2

15x · 1

12

z

x

1

xdx für z = x · y ∈ [1 · 1 = 1, 4 · 5 = 20]

=

min{4,z}∫

max{1; z5}

1

90

z

xdx

=1

90z(lnx)

∣∣∣∣

min{4,z}

max{1, z5}

= z(ln(min{4, z}) − ln(max{1, z5}))

⇒ fZ(z) =

0 für z < 1 (max{1, z5} = 1 > min{4, z} = z)

190z(ln z − 0) für z ∈ [1, 4) (max{1, z5} = 1, min{4, z} =
z)

190z(ln 4 − 0) für z ∈ [4, 5) (max{1, z5} = 1, min{4, z} =
4)

190z(ln 4 − ln z5) für z ∈ [5, 20] (max{1, z5} = z5 , min{4, z}
= 4)

0 für z > 20 (max{1, z5} = z5 > min{4, z} = 4)

(ii) Für den Quotienten Z zweier Zufallsvariablen X und Y gilt:
Z = X · ( 1Y ), d.h. im we-sentlichen kann wie beim Produkt
vorgegangen werden, wobei für die ZufallsvariableY der Wert y=0
ausgeschlossen werden muss.

Die Dichte ergibt sich also zu (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie
S. 203):

fZ(z) =

∞∫

−∞

f(zy, y)|y| dy
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Bei Unabhängigkeit von X und Y also fZ(z) =∞∫

−∞fX(zy)fY (y)|y| dy

Hier sind:fX(x) 6= 0 für x ∈ [1, 4] und fY (y) 6= 0 für y ∈ [1,
5].

Der Integrand ist genau dann positiv, falls zy ∈ [1, 4] und y ∈
[1, 5] d.h. y ∈[1z ,

4z ] und y ∈ [1, 5] ist. Damit gilt:

fZ(z) =

min{ 4z,5}

∫

max{1; 1z}

fX(zy)fY (y)|y| dy

=

min{ 4z,5}

∫

max{1, 1z}

1

90zy3 dy

=1

360zy4∣∣∣∣

min{ 4z,5}

max{1, 1z}

und somit

fZ(z) =

0 , z < 15 (dann ist1z = max{1, 1z} > min{4z , 5} = 5)

1360z

(54 − (1z )4

), z ∈ [15 , 45 ] (max{1, 1z} = 1z , min{4z , 5} = 5)

1360z

((4z )

4 − (1z )4)

, z ∈ [45 , 1] (max{1, 1z} = 1z , min{4z , 5} = 4z )

1360z

((4z )

4 − (1)4)

, z ∈ [1, 4] (max{1, 1z} = 1, min{4z , 5} = 4z )

0 , z > 4 (dann ist max{1, 1z} = 1 > min{4z , 5} = 4z
)
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Aufgabe 30

(a) Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X = (X1, X2),
deren Komponenten unabhängigsind mit den im folgenden angegebenen
Randverteilungen. Bestimmen Sie die Wahrschein-lichkeitsverteilung
einer Zufallsvariablen Y = (Y1, Y2) unter der Annahme, dass Y1 =
X1und Y2 = X1 + X2 gilt.

x1 -1 0 1 x2 -1 0 1P (X1 = x1) 0.3 0.4 0.3 P (X2 = x2) 0.3 0.4
0.3

(b) Sei X1 eine auf dem Intervall [1, 4] gleichverteilte
Zufallsvariable und X2 eine Zufallsvariablemit folgender
Dichtefunktion:

fX2(x2) =

2 − 0.5 · x2 für 2 ≤ x2 ≤ 4

0 sonst.

(i) Bestimmen Sie die Dichtefunktion der zweidimensionalen
Zufallsvariablen Y =(Y1, Y2) unter der Annahme, dass X1 und X2
unabhängig sind und Y1 = X1 sowieY2 = X1 + X2 gilt.

(ii) Bestimmen Sie den Erwartungswert von Y .

Lösung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.199ff.)

(a) Y = (Y1, Y2) entsteht durch die Transformation g(x1, x2) =
(x1, x1 +x2) aus der Zufallsva-riable X =(X1, X2). Die Funktion g
ist umkehrbar eindeutig, d.h. die Wahrscheinlichkeits-verteilung
von g(X) kann wie folgt berechnet werden:

P (g(X) = y) = P (X = g−1(y))

Werte von Y2 sind:

Y2 = -2 -1 0 1 2entsteht aus (X1, X2) = (-1,-1) (-1,0) (-1,1)
(1,0) (1,1)

(0,-1) (1,-1) (0,1)(0;0)

Damit ergibt sich unter der Berücksichtigung von

P ((X1, X2) = (x1, x2)) = P (X1 = x1)P (X2 = x2)

folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung für Y :

(y1, y2) (-1,-2) (-1,-1) (-1,0) (0,-1) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(1,2)g−1(y1, y2) (-1,-1) (-1,0) (-1,1) (0,-1) (0,0) (0,1) (1,-1)
(1,0) (1,1)

P (X = g−1(y)) 0.32 0.3 · 0.4 0.32 0.4 · 0.3 0.42 0.4 · 0.3 0.32
0.3 · 0.4 0.32
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bzw. in anderer Darstellung:

y2 -2 -1 0 1 2y1-1 0.09 0.12 0.09 0 00 0 0.12 0.16 0.12 01 0 0
0.09 0.12 0.09

Die einzelnen Komponenten berechnen sich z.B. wie folgt:

((Y1, Y2) = (1, 0)) = P (Y1 = 1 und Y2 = 0) = P (X1 = 1 und X1 +
X2 = 0)

= P (X1 = 1 und X2 = −1) = (0.3)2P ((Y1, Y2) = (1,−2)) = P (Y1 =
1 und Y2 = −2) = P (X1 = 1 und X1 + X2 = −2)

= P (X1 = 1 und X2 = −3) = 0.3 · 0 = 0.

(b) Gegeben sind die folgenden beiden Dichtefunktionen:

fX1(x1) =

13 für x1 ∈ [1, 4]

0 sonst

fX2(x2) =

2 − 0.5x2 für x2 ∈ [2, 4]

0 sonst

Da X1 und X2 unabhängig sind, gilt: f(X1,X2)(x1, x2) =
fX1(x1)fX2(x2), d.h.

f(X1,X2)(x1, x2) =

13(2 − 0.5x2) für x1 ∈ [1, 4] und x2 ∈ [2, 4]

0 sonst

Die Transformation lautet:

X =

(X1X2

)

7→ Y =(

Y1Y2

)

=

(X1

X1 + X2

)

=

(1 01 1

)(X1X2

)

Es handelt sich hierbei um eine lineare Transformation. Die
Transformation g(x1, x2) =(g1(x1, x2), g2(x1, x2)) ist daher
gegeben durch

y1 = g1(x1, x2) = x1y2 = g2(x1, x2) = x1 + x2

Die Ableitung von g lautet:

g′(a) =

(∂g1(a)∂x1

∂g1(a)∂x2

∂g2(a)∂x1

∂g2(a)∂x2

)

=

(1 01 1

)

für alle a ∈ [1, 4] × [2, 4], d.h.

det g′(a) = 1 6= 0 für a ∈ [1, 4] × [2, 4]
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Die Umkehrtransformation lautet:

x1 = g−11 (y1, y2) = y1

x2 = g−12 (y1, y2) = y2 − y1

Hieraus ergibt sich nun die transformierte Dichte gemäß dem
Transformationssatz:

f(Y1,Y2)(y) =

fX1,X2(g−1(y1, y2))

1

|det(g′(g−1(y)))| für g−11 (y1, y2) = y1 ∈ [1, 4] und

g−12 (y1, y2) = y2 − y1 ∈ [2, 4]

0 sonst

=

13(2 − 0.5(y2 − y1)) 1|1| für y1 ∈ [1, 4] und y2 ∈ [2 + y1, 4 +
y1]

0 sonst

=

23 − 16(y2 − y1) für y1 ∈ [1, 4] und y2 ∈ [2 + y1, 4 + y1]

0 sonst

Bekanntlich gilt: E(Y ) = (E(Y1), E(Y2)) d.h. der Erwartungswert
von Y kann komponen-tenweise gebildet werden. Da Y1 = X1 ist,
folgt:

E(Y1) = E(X1) = 2.5

Der Erwartungswert von Y2 kann gemäß

E(Y2) = E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2)

aus dem Erwartungswert von X1 und X2 berechnet werden. Für den
zweiten Summanderhält man:

E(X2) =

4∫

2

x2(2 − 0.5x2) dx2 = x22 −1

6x32

∣∣∣∣

4

2

= 16 − 323

− 4 + 43

=8

3

und somit gilt:

E(Y2) =5

2+

8

3=

31

6
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Aufgabe 31

Sei X = (X1, X2) eine bivariate Zufallsvariable mit folgender
Dichtefunktion:

fX(x1, x2) =

0.1 · x1x2 für 1 ≤ x1 ≤ 3, 2 ≤ x2 ≤ 3

0 sonst.

Bestimmen Sie die Dichtefunktion der Zufallsvariablen Y = (Y1,
Y2) mit Y1 = X1 und Y2 =X1 · X2.
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                                NeMaThElMiNtHeS ♣NeMaToDa♣

                            

                                                    
                                Pedro Jesús Gómez ♣♠♥♠♣♠♥♠♣♠♥♠♣♠♥♠♣♠♥♠♣♠♥♠♣

                            

                                                    
                                REPENSANDO EL PAPEL DE LAS ORGANIZACIONES DE …REPENSANDO EL PAPEL DE LAS ORGANIZACIONES DE AYUDA HUMANITARIA María del Pilar Castillo V♣, Nathaly Cruz♣♣ y Boris Salazar♣♣♣

                            

                                                    
                                S T A T I S T I K 2 Lösungsblätter zu den Übungenstatistik.econ.kit.edu/download/doc_secure1/lsg-1-27.pdf · (a) Skizzieren Sie den Verlauf der Dichtefunktion fγ(x) für die Fälle

                            

                                                    
                                LISTA DE LA COMPRA ECOLÓGICA€¦ · ♣ Pan integral de espelta 100% ♣ Jamón dulce ♣ Tofu natural ♣ Hamburguesa de tempe, avena y zanahoria (o cualquier otra que no lleve

                            

                                                    
                                MÚSICA Y LIBERTAD. EN EL 150 ANIVERSARIO DE LA ... · Teresa Cascudo Todo lo que se ha ... y docente de piano y música de cámara en España y el extranjero. ♣ ♣ ♣ ♣ ♣

                            

                                                    
                                ♣ ♦ ♥ ♠ NT KILPAILEVAT TARJOUSSARJAT ♣ ♦ ♥ ♠ NT

                            

                                                    
                                Cap. VII 7.1 Premessa - Politecnico di Torino · M. FOTI (a cura di), Progettare per l'autocostruzione, Torino, CLUT, 1991. - ♣♣♣♣ ... Prontuario per l’edilizia, Roma, Tipografia
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