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 Introduzione
 La meccanica razionale è una disciplina che tradizionalmente si è
 collocata, fin dalla sua origine, nel quadro della fisica matematica: ciò
 significa che i suoi contenuti provengono interamente dalla fisica, mentre
 i suoi metodi non sono di natura sperimentale, ma sono completamente
 deduttivi come nella matematica.
 La meccanica razionale non ha perciò il compito di preoccuparsi della
 parte sperimentale con la quale la fisica raggiunge le sue leggi fondamentali:
 viceversa presuppone come assiomi i principi della meccanica e parte da
 questi per costruire, facendo uso dell’analisi matematica e della geometria,
 una teoria dimostrativa e completamente deduttiva.
 Usualmente un corso di meccanica razionale sviluppa la trattazione
 basandosi sui principi della meccanica newtoniana, escludendo dalla propria
 considerazione sia la teoria della relatività che la meccanica quantica.
 Per aiutare a farsi un’idea di come viene organizzata la trattazione diciamo
 che essa comprende:
 1 - una prima sezione, piuttosto ampia, che potremmo caratterizzare con
 il titolo un po’ generico di preliminari, nel senso che ci fornisce tutti gli
 strumenti, le definizioni e i teoremi che si possono sviluppare senza far ricorso
 alla meccanica newtoniana vera e propria. In questa sezione includiamo:
 — la teoria dei vettori applicati
 — la cinematica
 — la geometria delle masse, cioè quel capitolo che riguarda i concetti di
 baricentro e di momento d’inerzia
 — la cinematica delle masse, cioè il capitolo relativo alla quantità di moto,
 al momento della quantità di moto e all’energia cinetica.
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 2 A. Strumia, Meccanica razionale
 — l’introduzione del concetto di forza, di lavoro e di potenziale
 2 - La seconda sezione introduce i principi della dinamica newtoniana, il
 concetto di equilibrio e sviluppa la statica dei sistemi.
 3 - La terza parte, infine, è dedicata alla dinamica.
 Ogni sezione viene poi sviluppata in relazione ai vari tipi di corpi dei
 quali considereremo rispettivamente l’equilibrio o il moto. In particolare
 ci occuperemo dei seguenti sistemi: il punto, il corpo rigido, il sistemaolonomo, il continuo deformabile. Per ragioni didattiche, data la sua maggiore
 complessità, la meccanica del continuo sarà svolta alla fine, in un capitolo a
 parte, mentre il punto, il corpo rigido, il sistema olonomo vengono trattati
 in parallelo. Il capitolo della cinematica comprenderà così la cinematica
 del punto, del corpo rigido, del sistema olonomo; allo stesso modo saranno
 strutturati il capitolo della statica e quello della dinamica.
 Sono previste poi diverse appendici al testo base, per consentire richiami
 ed approfondimenti abbastanza ampi, senza intralciare il filo conduttore
 dell’esposizione corrente.
 Possiamo riassumere questo schema introduttivo nel seguente quadro.
 Vettori applicati
 I - Cinematica punto corpo rigido sist. olonomo continuo
 Geometria delle masse
 Cinematica delle masse punto corpo rigido sist. olonomo continuo
 Lavoro e potenziale punto corpo rigido sist. olonomo continuo
 II - Statica punto corpo rigido sist. olonomo continuo
 III - Dinamica punto corpo rigido sist. olonomo continuo
 Stabilità e oscillazioni
 Piano delle fasi
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 PRELIMINARI
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 4 A. Strumia, Meccanica razionale
 OG. Osservatori e grandezze
 Per partire nella trattazione abbiamo bisogno di assumere, come acquisiti
 dalla fisica, il concetto di osservatore e le nozioni di grandezza scalare e
 vettoriale.
 Un osservatore viene comunemente identificato, in meccanica classica,
 con un sistema di riferimento, generalmente cartesiano ortogonale levogiro— ma si possono usare anche altri tipi di sistemi di coordinate, a seconda
 delle necessità, come le coordinate polari ad esempio — che consente di
 riferire ad un’origine e agli assi le misure di spazio, e un sistema di orologi
 sincronizzati, posti in ogni punto dello spazio, per misurare il tempo.
 O
 x1
 x2
 x3
 metro orologio
 Figura OG. 1: un osservatore
 Scalari
 La fisica ci dice che esistono delle grandezze la cui misura si può
 identificare con un semplice numero: ad esempio il tempo, la massa,
 l’energia, ecc. Queste quantità vengono dette scalari. Va sottolineato,
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 osservatori e grandezze 5
 però che non tutte le quantità caratterizzabili con un solo numero sono,
 propriamente parlando, degli scalari.
 Una grandezza si dice scalare quando il valore della sua misura non
 dipende dall’orientamento degli assi del sistema di riferimento.
 Perciò due o più osservatori che effettuano, nello stesso istante e nello
 stesso punto dello spazio, la misura di quella quantità, pur avendo sceltosistemi di assi diversamente orientati, otterranno lo stesso risultato.
 Vettori
 Altre grandezze necessitano, invece, di ulteriori specificazioni oltre al
 numero che misura la loro intensità, in quanto sono caratterizzate anche
 da una direzione e da un verso nello spazio. Queste quantità come lo
 spostamento, la velocità, la forza, ecc. si possono descrivere geometricamentemediante dei segmenti orientati e vengono dette vettori.
 Figura OG. 2: composizione di vettori
 Non tutte le grandezze dotate di intensità o modulo , direzione e verso
 però sono vettori, ma solo quelle per le quali si può dare come regola di
 somma (composizione ) la cosiddetta regola del parallelogrammo. Per cui
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 6 A. Strumia, Meccanica razionale
 l’effetto complessivo di due grandezze vettoriali risulta avere direzione , verso
 e modulo dati dal vettore posto lungo la diagonale del parallelogrammo i cui
 lati sono i vettori relativi alle grandezze da comporre.
 Una grandezza dotata di modulo, direzione e verso si dice vettore se
 obbedisce alla regola di somma del parallelogrammo.
 Useremo le seguenti notazioni:
 — scriveremo AB per indicare il vettore di estremi A e B orientato da A
 verso B
 — oppure useremo una lettera sola in carattere grassetto, come, per
 esempio v. Nei testi scritti a mano useremo la sottolineatura al posto del
 grassetto: v.
 Il modulo di un vettore sarà indicato con |AB| oppure con |v| o anche
 semplicemente con una lettera non sottolineata, come v.
 A
 Bv
 Figura OG. 3: notazioni per un vettore
 Nell’esempio di figura (??) si ha che v = AB
 Operatori lineari
 Esistono, poi in fisica, altri tipi di grandezze che non sono nè scalari
 nè vettori, ma compaiono in relazioni matematiche che legano tra loro due
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 vettori. Per esempio, consideriamo l’azione di un oggetto che denotiamo con
 la scrittura A∼ che agisce su un vettore trasformandolo in un nuovo vettore.
 L’azione di A∼ trasforma il vettore v nel nuovo vettore w. La grandezza A∼prende il nome di operatore lineare. La sua azione tra vettori si scrive allora
 nella forma:
 w = A∼v
 Notiamo che le proprietà di A∼ sono determinate dal fatto che se il vettore
 di partenza obbedisce alla regola di somma del parallelogrammo, anche il
 vettore trasformato deve obbedire alla stessa regola. Un operatore descrive
 matematicamente l’effetto di un agente che prende un vettore, lo ruota e lo
 deforma allungandolo o accorciandolo.
 Una grandezza si dice operatore lineare se trasforma la somma di due
 vettori nella somma dei loro trasformati.
 wv A
 Figura OG. 4: azione di un operatore lineare su un vettore
 — Richiami di calcolo vettoriale e matriciale si possono trovare
 nell’appendice AL - Algebra vettoriale e matriciale.
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 VA. Vettori applicati
 I vettori, considerati da un punto di vista matematico, vengono tutti riferiti
 all’origine degli assi, in quanto si considerano equivalenti tutti i segmenti
 orientati di uguale direzione, verso e modulo, indipendentemente dal loro
 punto di applicazione nello spazio. Una teoria dei vettori che prescinde dal
 punto di applicazione dei vettori stessi, viene detta teoria dei vettori liberi.
 Tuttavia, in non pochi problemi fisici non è sufficiente considerare i vettori
 liberi, perchè le grandezze fisiche vettoriali possono avere comportamenti
 differenti in dipendenza del loro punto di applicazione. L’esempio più
 evidente è quello di una forza applicata ad un corpo, che a seconda del punto
 di applicazione può lasciare che il corpo stia in equilibrio oppure no.
 Figura VA. 1: azione di una forza in dipendenza dal suo punto di applicazione
 Un altro esempio di vettore applicato è dato dalla velocità di un punto di
 un corpo rigido che dipende, con una legge ben precisa dal punto considerato.
 Nasce, perciò, l’esigenza di introdurre il concetto di vettore applicato,
 come un ente a sei parametri, dei quali tre sono le coordinate del punto diapplicazione e tre sono le componenti del vettore. Simbolicamente un vettore
 applicato si denota con una coppia ordinata di elementi dei quali il primo è il
 punto di applicazione e il secondo è il vettore: (A,v).
 Oltre ai vettori applicati in un punto si può definire anche una categoria
 di grandezze vettoriali le cui proprietà sono legate indifferentemente ai punti
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 vettori applicati 9
 della retta alla quale appartengono (retta d’azione ) e perciò sono detti vettori
 scorrevoli o cursori, in quanto possono essere fatti scorrere lungo la propria
 retta d’azione senza alterare il loro effetto fisico.
 v
 ( A , v )
 Figura VA. 2: cursore
 Un cursore può essere denotato con la coppia (r,v) il primo termine della
 quale indica la retta d’azione del cursore.
 Tuttavia dal momento che questi enti rappresentano una sottoclasse dei
 vettori applicati ad un punto lo studio delle loro proprietà specifiche non ci è
 strettamente necessario.
 Momento polare di un vettore applicato
 Dato un vettore applicato ad un punto (A,v) e un punto Q nello spazio,
 si dice momento polare di v rispetto al polo Q la quantità:
 M Q = QA ∧ v (VA. 1)
 L’indice al piede del vettore momento denota il polo di riduzione e il
 vettore QA è costruito in modo che la sua origine sia il polo Q e il suo vertice
 sia il punto di applicazione del vettore. Notiamo, per inciso, che se v è unvettore vero il momento polare è uno pseudovettore.
 Il modulo di M Q si può scrivere
 |M Q| = |v| |QA| senϑ = |v| d (VA. 2)
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 10 A. Strumia, Meccanica razionale
 A
 d
 Q
 Figura VA. 3: braccio di un vettore applicato rispetto a un polo
 dove: d = |QA| senϑ è detto braccio del vettore v rispetto al polo Q.
 Il momento polare di un vettore applicato risulta essere nullo :
 — quando il vettore è nullo
 e/oppure
 — quando il polo coincide con il punto di applicazione del vettore
 oppure
 — quando QA è parallelo a v ovvero Q appartiene alla retta di azione di
 v.
 Negli ultimi due casi si ha che il braccio risulta essere nullo.
 Notiamo che, data la definizione, il momento è un vettore ortogonale al
 piano individuato dal vettore v e dal polo.
 QA
 (A , v)
 v
 MQ
 Figura VA. 4: momento di un vettore rispetto a un polo
 Il momento polare di un vettore varia al variare del polo, come pure al
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 vettori applicati 11
 variare del punto di applicazione del vettore; tuttavia è facile verificare che se
 si fa scorrere il polo lungo una retta parallela alla retta di azione del vettore,
 oppure si fa scorrere il vettore lungo la propria retta d’azione il momento non
 cambia.
 Q
 Q'
 v
 r
 r'
 Figura VA. 5: scorrimento del polo lungo una retta parallela alla retta di azione
 A
 A'
 r
 v
 v
 Q
 Figura VA. 6: scorrimento di un vettore lungo la retta di azione
 Infatti, nel primo caso si ha:
 M Q = QA ∧ v = (QQ + QA) ∧ v = QQ ∧ v + QA ∧ v
 ma QQ ∧ v = 0 essendo QQ parallelo a v. E quindi:
 M Q = QA ∧ v = M Q
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 12 A. Strumia, Meccanica razionale
 Nel secondo caso abbiamo:
 M Q = QA ∧ v = (QA + AA) ∧ v = QA ∧ v + AA ∧ v
 ma
 AA ∧ v = 0
 perchè AA
 è parallelo a v, quindi anche in questo caso il momento noncambia.
 Momento assiale di un vettore applicato
 Se si fa scorrere, invece, il polo lungo una retta qualsiasi (in generale non
 parallela alla retta d’azione di v) il momento polare varierà dal momento che
 si ha:
 QA ∧ v = QA ∧ v + QQ ∧ v (VA. 3)
 e il termine di cui varia QQ ∧ v risulterà ortogonale a QQ, cioè alla retta
 su cui scorre il polo. Questo ci di ce che se si proietta il momento polare
 sulla retta in questione otterremo una quantità invariabile rispetto alla scelta
 del polo sulla retta.
 Infatti, detto u il versore della retta r su cui scorre il polo Q si ha,
 moltiplicando (VA. 3) scalarmente per u:
 QA ∧ v × u = QA ∧ v × u+ QQ ∧ v × u
 Ora:
 QQ ∧ v × u = 0
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 vettori applicati 13
 dal momento che QQ è parallelo ad u e quindi i tre vettori sono sicuramente
 complanari.
 QMr u
 u
 MQ
 r
 Figura VA. 7: momento assiale di un vettore applicato
 Allora è naturale introdurre la quantità:
 M r = QA ∧ v × u = M Q × u (VA. 4)
 che prende il nome di momento assiale di v rispetto alla retta r . Se v è un
 vettore vero M r è uno pseudoscalare e non dipende dalla scelta del polo sulla
 retta, ma solamente dalla retta r.
 Va sottolineato che il momento assiale non è la componente di M Qrispetto ad una retta qualunque, ma rispetto ad una retta che contiene il polo.
 Il momento assiale di un vettore applicato risulta essere nullo quando il
 prodotto misto che lo definisce si annulla e cioè quando i tre vettori QA, v eu sono complanari.
 Ora Q sta sulla retta di u e A sulla retta d’azione di v: dunque perchè
 i tre vettori u, v e QA siano complanari occorre e basta che u e v siano
 complanari; in questo modo anche QA sta sullo stesso piano. Dunque il
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 14 A. Strumia, Meccanica razionale
 Q
 A
 u
 v
 r
 Figura VA. 8: il momento assiale si annulla quando la retta e il vettore sono
 complanari
 prodotto misto si annulla, in generale, se la retta r e la retta d’azione di v
 sono complanari.
 Di conseguenza: condizione necessaria e sufficiente affinchè il momento
 assiale di un vettore applicato non nullo v , rispetto ad una retta r , sia non
 nullo è che la retta r e la retta d’azione di v siano sghembe.
 Q A
 v
 u
 MQ
 Mru
 r
 Figura VA. 9: il momento assiale si annulla quando la retta e il vettore sono
 complanari

Page 16
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 16/473
 vettori applicati 15
 Sistemi di vettori applicati
 La teoria dei vettori applicati trova una sua utilità quando anzichè limitarsi
 ad un solo vettore applicato ci si trova ad operare con un sistema di più vettori
 applicati.
 A
 A
 A
 A
 Q
 1
 2
 n
 s
 n-1
 polo
 v
 v
 v
 v
 v
 1
 2n-1
 sn
 Figura VA. 10: sistema di vettori applicati
 Un sistema di vettori applicati si denota con Σa, definito come l’insieme
 dei vettori applicati di cui ci stiamo occupando:
 Σa = (As,vs) ; s = 1, 2, · · · , n (VA. 5)
 Per caratterizzare un sistema di vettori applicati sono utili i seguenti
 vettori:
 R =n
 s=1
 vs (VA. 6)
 che prende il nome di vettore risultante e viene ottenuto eseguendo la somma
 dei vettori del sistema come se fossero liberi.
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 16 A. Strumia, Meccanica razionale
 Inoltre il vettore momento risultante riferito ad un polo Q:
 M Q =n
 s=1
 QAs ∧ vs (VA. 7)
 che si ottiene sommando i momenti polari, calcolati rispetto allo stesso polo
 Q dei singoli vettori applicati del sistema.
 Si vede immediatamente dalla (VA. 7) che, in generale il momentorisultante di un sistema di vettori applicati differisce dal momento del vettore
 risultante, pensato applicato in un qualche punto A.
 Legge di distribuzione dei momenti
 Come varia il momento risultante di un sistema di vettori applicati al
 variare del polo Q?
 Scelto un nuovo polo Q, per la definizione di momento risultante (VA.
 7) abbiamo:
 M Q =n
 s=1
 QAs∧vs =n
 s=1
 (QQ+QAs)∧vs =n
 s=1
 QQ∧vs+n
 s=1
 QAs∧vs
 Dal momento che QQ non dipende dall’ indice s si può riscrivere:
 M Q = QQ ∧n
 s=1
 vs +n
 s=1
 QAs ∧ vs
 E’ facile riconoscere il vettore risultante definito da (VA. 6) nella prima
 sommatoria e il momento rispetto al polo Q definito da (VA. 7) nella seconda.
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 vettori applicati 17
 In conclusione si ha la seguente legge di distribuzione dei momenti al
 variare del polo:
 M Q = M Q + QQ ∧R (VA. 8)
 che si può leggere in questo modo:
 Il momento risultante rispetto al nuovo polo Q è uguale al momento
 risultante rispetto al vecchio polo Q più il momento del vettore
 risultante pensato applicato in Q , calcolato rispetto al nuovo polo Q.
 La regola mnemonica per scrivere correttamente il termine aggiuntivo
 QQ∧R consiste nel ricordare che nel vettore QQ il primo punto da scrivere
 è il nuovo polo, cioè quello che compare nel momento a primo membro della
 legge di distribuzione e che il vettore R deve essere il secondo fattore delprodotto vettoriale.
 Invarianza del momento rispetto al polo
 Ci chiediamo, anzitutto, se può accadere, e a quali condizioni, che il
 momento risultante sia indipendente dalla scelta del polo. Imponendo nella
 legge di distribuzione dei momenti la condizione di invarianza del momento
 risultante rispetto al polo:
 M Q = M Q (VA. 9)
 otteniamo che la (VA. 9) può essere verificata se e solo se risulta:
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 18 A. Strumia, Meccanica razionale
 QQ ∧R = 0 (VA. 10)
 Se si esclude il caso banale in cui Q ≡ Q, la (VA. 10) può essere
 soddisfatta nei seguenti due casi:
 a. sistemi a risultante nullo
 Un primo modo per soddisfare la (VA. 10) si ha quando il vettore risultante
 è nullo:
 R = 0 (VA. 11)
 In questo caso il momento risultante è lo stesso qualunque sia il punto
 dello spazio che viene scelto come polo: sarà, perciò sufficiente indicare il
 momento risultante semplicemente con M senza specificare il polo.
 Coppia
 Un esempio notevole di sistema a risultante nullo è dato dalla coppia.
 Si dice coppia un sistema di due vettori applicati a risultante nullo.
 Il fatto che il risultante sia nullo ci dice che i due vettori sono tra loroparalleli, di verso opposto e di uguale modulo.
 Il momento della coppia è indipendente dalla scelta del polo e può essere
 facilmente calcolato scegliendo come polo il punto di applicazione di uno
 dei due vettori della coppia, il quale risulta avere allora momento nullo;
 procedendo in questo modo si ottiene:
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 vettori applicati 19
 d
 A
 Q-v
 v
 M
 Figura VA. 11: coppia
 M = QA ∧ v (VA. 12)
 In modulo abbiamo:
 |M | = |v| d (VA. 13)
 dove il braccio d = |QA| senϑ è uguale alla distanza fra le due rette d’azione
 dei vettori della coppia.
 Ne consegue che: una coppia di vettori non nulli ha momento nullo se e
 solo se il suo braccio è nullo.
 In tal caso i due vettori sono uguali e contrari e sulla stessa retta d’azione.
 Per una coppia di braccio nullo si ha R = 0, M = 0.
 b. sistemi a risultante non nullo
 Il secondo modo per soddisfare la condizione di invarianza del momento
 risultante (VA. 9) si ha quando il risultante è non nullo e QQ risulta parallelo
 al risultante. In questo caso il momento risultante è lo stesso per qualunque
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 20 A. Strumia, Meccanica razionale
 A
 B
 C
 Dv
 -v
 w
 -w
 Figura VA. 12: coppie di braccio nullo
 polo appartenente alla retta passante per Q e parallela ad R e non più per
 qualunque punto dello spazio, preso come polo, come accadeva nel caso
 precedente. Scegliendo i poli su di una retta parallela ad R , ma diversa, il
 momento risultante cambia.
 A
 Q
 Q'
 r
 r'
 R
 Figura VA. 13: invarianza del momento polare rispetto ai punti di una retta parallela
 al risultante
 Si può anche formulare questo risultato nel modo seguente:
 In un sistema di vettori applicati a risultante non nullo il momento
 risultante non cambia se si fa scorrere il polo lungo una retta parallela
 al risultante.
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 Possiamo anche concludere, tendendo conto di tutti i risultati ottenuti che:
 Condizione necessaria e sufficiente affinchè il momento risultante di un
 sistema di vettori applicati sia completamente indipendente dalla scelta
 del polo è che il vettore risultante sia nullo.
 Sistemi a momento nullo rispetto a un polo
 Abbiamo finora analizzato, nella legge di distribuzione dei momenti che
 cosa succede quando si annulla il termine QQ ∧R ; resta ora da analizzare
 che cosa succede quando si annulla, invece, il momento risultante rispetto ad
 un polo Q dello spazio:
 M Q = 0 (VA. 14)
 In tale situazione la legge di distribuzione dei momenti (VA. 8) si riduce
 a:
 M Q = QQ ∧R (VA. 15)
 relazione che ci dice che se il momento risultante rispetto ad un polo Q è
 nullo, allora il momento risultante rispetto ad un altro polo Q è uguale al
 momento del vettore risultanteR applicato nel punto Q. In questo caso e solo
 in questo caso il vettore momento risultante coincide con il momento del
 vettore risultante.
 Teorema di Varignon
 Un sistema di vettori applicati in uno stesso punto, o tali che le loro rette
 d’azione passino per lo stesso punto, ha momento risultante uguale al
 momento del vettore risultante applicato in quel punto.
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 DIMOSTRAZIONE
 Scelto come polo il punto comune alle rette d’azione di tutti i vettori,
 che può essere anche il punto di applicazione, almeno di alcuni di essi, e
 che chiamiamo Q calcoliamo il momento risultante rispetto al polo Q, che
 secondo la definizione (VA. 7) vale:
 M Q =n
 s=1
 QAs ∧ vs
 Ora, se la retta d’azione del generico vettore del sistema passa per Q o
 addirittura Q coincide con il punto di applicazione As segue immediatamente:
 QAs ∧ vs = 0, s = 1, 2, · · · , n
 dal momento che QAs risulta parallelo a vs quando la retta d’azione di vspassa per Q e nullo quando As ≡ Q. Ne viene di conseguenza che:
 M Q = 0
 e quindi ci troviamo nel caso b che abbiamo esaminato prima; perciò risulta
 soddisfatta la relazione (VA. 15) cioè è verificato l’enunciato del teorema.
 Momento assiale di un sistema di vettori
 Anche per un sistema di vettori applicati è conveniente introdurre il
 concetto di momento assiale relativo ad una retta r che contiene il polo. Si
 ha anche in questo caso:
 M r = M Q × u
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 identica alla (VA. 4). Grazie alla legge di distribuzione dei momenti (VA.
 8) anche per un sistema di vettori applicati il momento assiale risulta
 indipendente dalla scelta del polo lungo la retta r assegnata. Infatti abbiamo:
 M r = M Q × u = M Q × u+ QQ ∧R × u
 Ma dal momento che Q e Q appartengono alla retta r di direzione u
 segue che QQ è parallelo ad u e quindi il prodotto misto QQ ∧ R × uè certamente nullo, perchè i tre vettori QQ,R e u risultano complanari.
 Dunque il momento assiale risulta indipendente dal punto che si sceglie come
 polo lungo la retta r.
 Trinomio invariante
 Dato un sistema di vettori applicati Σa i vettori R e M Q vengono detti
 vettori principali del sistema. Con questi due vettori è possibile costruireuno pseudoscalare che prende il nome di trinomio invariante o anche,
 brevemente invariante:
 J = M Q ×R (VA. 16)
 La denominazione di invariante deriva dal fatto che la quantità J non
 dipende dalla scelta del polo Q nello spazio. Infatti, cambiando polo, la legge
 di distribuzione dei momenti (VA. 8) comporta:
 J = M Q ×R = M Q ×R + QQ ∧R ×R
 dove il prodotto misto QQ ∧ R × R è evidentemente nullo contenendo
 addirittura due vettori uguali.
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 Notiamo che, in generale, se il risultante è non nullo l’annullarsi
 dell’invariante equivale a dire che il momento risultante è ortogonale al
 risultante oppure è nullo. Ciò accade, per esempio, come vedremo, per i
 sistemi di vettori paralleli e per i sistemi di vettori appartenenti ad uno stesso
 piano (sistemi piani).
 Asse centrale di un sistema di vettori applicati
 La teoria dei vettori applicati trova una delle sue principali applicazioni
 nella statica dei corpi rigidi: in questo capitolo della meccanica i vettori
 applicati in gioco sono le forze e i momenti sono i momenti delle forze
 che occorrono per mantenere in equilibrio un corpo. Tali forze e momenti
 dovranno essere esercitate da appoggi, incastri, strutture di sostegno. Ci sono
 perciò delle evidenti ragioni di convenienza che conducono a ricercare le
 condizioni per le quali si rendono minime le sollecitazioni a cui le strutture di
 sostegno vengono sottoposte.
 Ora in un sistema di vettori applicati i vettori principali sono R ed M Q:
 di questi due il primo è fissato una volta che si sia assegnato Σa, mentre M Qè variabile in dipendenza del polo. Nasce, perciò il problema di ricercare, se
 esistono, dei punti che presi come poli di riduzione rendono minimo il modulo
 del momento. Questa ricerca conduce, come vedremo all’introduzione del
 concetto di asse centrale di un sistema di vettori applicati.
 A questo scopo introduciamo un punto O dello spazio, rispetto al quale
 supponiamo di conoscere il momentoM O e un polo variabile P caratterizzato
 dal suo vettore spostamento rispetto ad O:
 OP = x ≡ (xi) ≡ (x1, x2, x3) (VA. 17)
 Con queste notazioni il momento rispetto al polo variabile viene espresso
 come una funzione della variabile vettoriale x:
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 M P = M O + P O ∧R = M O + R ∧ x (VA. 18)
 dove abbiamo scambiato l’ordine del prodotto vettoriale. A noi interessa
 ricercare, se esistono, i minimi del modulo, ovvero del modulo al quadrato, il
 cui studio risulta più semplice. Allora la funzione da studiare è:
 f (x) = (M O + R ∧ x)
 2
 (VA. 19)
 Per cercare i minimi di questa funzione dobbiamo imporre la condizione
 necessaria di minimo relativo che richiede di annullare il gradiente della
 funzione.
 Differenziando otteniamo:
 df (x) = 2(M O + R ∧ x) ×R ∧dx (VA. 20)
 Mediante le proprietà del prodotto misto possiamo scambiare l’ordine deiprodotti ottenendo:
 df (x) = 2(M O + R ∧ x) ∧R ×dx (VA. 21)
 Poichè per qualsiasi funzione differenziabile f (x) si ha:
 df (x) = ∇f (x)×dx
 è immediato ottenere il gradiente della nostra funzione:
 ∇f (x) = 2(M O + R ∧ x) ∧R (VA. 22)
 Ora la condizione necessaria perchè un punto sia un estremante è che:
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 26 A. Strumia, Meccanica razionale
 ∇f (x) = 0
 che nel nostro caso si traduce in:
 (M O + R ∧ x) ∧R = 0 (VA. 23)
 A questo punto si presentano tre possibilità:
 a. prima possibilità
 R = 0
 Ma questo caso non è di alcun interesse perchè se il risultante è nullo
 allora il momento è indipendente dal polo ed è perciò una funzione costante e
 non vi sono quindi minimi per il suo modulo. D’ora in poi perciò supponiamo
 senz’altro che:
 R = 0 (VA. 24)
 b. seconda possibilità
 M O + R ∧ x = 0 (VA. 25)
 c. terza possibilità
 M O + R ∧ x parallelo ad R
 I casi b) e c) si possono conglobare nella seguente equazione:
 M O + R ∧ x = λR , λ ∈ R (VA. 26)
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 che dà il caso b) per λ = 0 e il caso c) per λ = 0.
 L’equazione vettoriale (VA. 26) rappresenta il luogo geometrico dei punti
 dello spazio che sono estremanti del modulo del momento risultante. Si
 tratta di un’equazione vettoriale lineare in x, contenente un parametro λ e
 rappresenta perciò, come vedremo meglio, in seguito una retta. A tale retta si
 dà il nome di asse centrale.
 • Mostriamo ora che si tratta effettivamente di punti di minimo. Mediante
 la (VA. 18) ricaviamo che la condizione (VA. 26) equivale a dire che ilmomento calcolato rispetto ai punti dell’asse centrale presi come poli, vale:
 M P = λR (VA. 27)
 dove λ si ricava facilmente prendendo il prodotto scalare della relazione (VA.
 27) con R :
 M P ×R = λR 2
 Tenendo conto della definizione di invariante (VA. 16) e del fatto che il
 risultante è supposto non nullo ricaviamo:
 λ = J
 R 2 (VA. 28)
 e dunque, rispetto ai punti dell’asse centrale presi come poli il momento vale:
 µ = M P = J
 R 2R (VA. 29)
 Esso risulta essere parallelo al risultante e inoltre è indipendente dal polo
 considerato sull’ asse centrale stesso.
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 Se calcoliamo ora il momento rispetto ad un polo qualsiasi Q che,
 in generale, può non appartenere all’asse centrale , mediante la legge di
 distribuzione (VA. 8), abbiamo:
 M Q = M P + QP ∧R = µ+ QP ∧R
 ovvero:
 M Q = µ+N Q (VA. 30)
 dove:
 N Q = QP ∧R (VA. 31)
 rappresenta la componente del momentoM Q normale al risultanteR , mentre
 µ rappresenta la componente parallela al risultante.
 P
 Q
 µ
 NQ
 MQ
 µ
 asse centrale
 Figura VA. 14: asse centrale
 Di conseguenza il modulo del momento risultante calcolato rispetto al
 polo Q è dato dalla composizione pitagorica delle due componenti (parallela
 e normale al risultante) e vale:
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 |M Q| = µ2 +N Q
 2 (VA. 32)
 PoichèN Q2 è sempre positivo quando Q non appartiene all’asse centrale
 ed è nullo se e solo se Q appartiene all’asse centrale, ne viene di conseguenza
 che il modulo del momento sull’asse centrale è minimo e vale |µ|.
 Notiamo che il momento risultante calcolato rispetto ad un polo qualsiasi
 è costituito da due componenti: una parallela al risultante e indipendente dal
 polo (µ) e una, normale al risultante, che è nulla sull’asse centrale e cresce
 linearmente allontanandosi da esso (N Q) in quanto risulta :
 |N Q| = |R | d (VA. 33)
 dove d è la distanza del polo Q dall’asse centrale.
 Riassumendo:
 L’asse centrale è la retta luogo geometrico dei punti dello spazio, che
 presi come poli di riduzione, rendono il momento risultante parallelo al
 risultante e di minimo modulo oppure nullo.
 • Notiamo che l’asse centrale è una retta parallela al risultante: si può
 vederlo facilmente applicando la legge di distribuzione dei momenti (VA. 8)
 per due poli P e P appartenenti all’asse centrale per i quali il momento è
 identico e vale µ. Risulta allora:
 µ = µ+ P P ∧R ⇐⇒ P P ∧R = 0
 e dunque, essendo R = 0, supposto P = P , segue P P parallelo ad R , e
 quindi l’asse centrale che è diretto come P P risulta parallelo ad R .
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 Considerazioni analitiche
 Dal punto di vista analitico va detto che il minimo per la funzione f (x)che rappresenta il modulo al quadrato del momento risultante non è un
 minimo relativo proprio, perchè non si verifica in un solo punto del dominio
 della funzione. Abbiamo trovato, infatti un’intera retta di punti di minimo
 (asse centrale): si tratta di un minimo cilindrico. In questo caso, definito
 l’asse centrale come l’insieme:
 A = x ∈ R3 ; M O + R ∧ x = λR , λ ∈ R
 si ha:
 f (x) > |µ|2 ∀x /∈ A
 e
 f (x) = |µ|2 ⇐⇒ x ∈ A
 Nel nostro caso la funzione f (x), essendo polinomiale, si può
 rappresentare mediante uno sviluppo finito di Taylor, del secondo ordine,
 nell’intorno di un punto A dell’asse centrale. Detto:
 OA = a ≡ (a1, a2, a3)
 otteniamo il seguente sviluppo:
 f (x) = f (a) + ∇f (a)× (x− a) + 1
 2(x− a)× H ∼ (x− a)
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 Il termine del primo ordine è evidentemente nullo sull’asse centrale,
 avendo imposto la condizione di gradiente nullo. Il termine del secondo
 ordine dipende dalla matrice hessiana che ora calcoliamo.
 Ricordiamo che la matrice hessiana si ottiene calcolando il differenziale
 del gradiente ed è definita mediante la relazione seguente:
 d[∇f (x)] = H ∼ dx
 ovvero in rappresentazione indiciale:
 d
 ∂f (x)
 ∂xi
 =
 ∂ 2f (x)
 ∂xi∂x jdx j
 Perciò i suoi elementi di matrice sono le derivate seconde della funzione
 f (x):
 H ∼ =∂ 2f (x)
 ∂xi∂x j
 Nel nostro caso il gradiente è dato dalla (VA. 22) e quindi:
 d[∇f (x)] = d[2(M O + R ∧ x) ∧R ]
 Sviluppando il doppio prodotto vettoriale abbiamo:
 (R ∧ x) ∧R = R 2x−R (R × x)
 Ricordiamo che per le proprietà del prodotto tensoriale si ha:
 R (R × x) = (R ⊗R ) x
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 Dunque, tenendo conto che il vettore R è indipendente da x abbiamo
 finalmente:
 d[∇f (x)] = 2[R 2 I ∼−R ⊗R ] dx
 da cui abbiamo la matrice hessiana cercata:
 H ∼ = 2[R 2 I ∼−R ⊗R ]
 Ora per avere un minimo cilindrico, cioè sui punti di una retta, che nel
 nostro caso è l’asse centrale, occorre che la matrice hessiana sia definita
 positiva per tutti i vettori dello spazio privato della retta. Ciò significa che
 la forma quadratica (x− a)×H ∼ (x− a) deve risultare sempre positiva al di
 fuori della retta e sempre nulla sulla retta.
 E questo è proprio quanto accade. Infatti, indicando, per brevità con:
 w = x− a
 abbiamo:
 w ×H ∼w = 2w × [R 2 I ∼−R ⊗R ]w = 2[R 2w2 − (R ×w)2] =
 = 2R 2w2(1 − cos2ϑ) = 2R 2w2sen2ϑ
 dove con ϑ si è indicato l’angolo tra i vettori w e R . Evidentemente la forma
 quadratica, essendo il risultante non nullo per ipotesi, può annullarsi solo se
 w è nullo oppure parallelo al risultante e cioè solo sull’asse centrale, mentre
 è sempre positiva altrove.
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 Rappresentazione cartesiana dell’asse centrale
 Abbiamo scritto in precedenza l’equazione vettoriale dell’asse centrale
 (VA. 26) nella forma:
 M O + R ∧ x = λR
 Se proiettiamo questa equazione vettoriale su di un sistema di assi
 cartesiani Ox1x2x3 ≡ Oxyz otteniamo le seguenti equazioni:
 M Oi = εijkRixk = λRi, i = 1, 2, 3 (VA. 34)
 Denotando con x, y ,z gli indici relativi agli assi cartesiani, abbiamo il
 sistema di tre equazioni lineari in x, y, z e nel parametro λ:
 M Ox + Ryz −Rzy = λRx
 M Oy + Rzx− Rxz = λRy
 M Oz + Rxy − Ryx = λRz
 (VA. 35)
 Queste sono le equazioni parametriche dell’asse centrale. Eliminando il
 parametro λ si ottengono le equazioni cartesiane dell’asse centrale. Può essere
 più semplice tener conto dell’espressione per λ ottenuta mediante l’invariante
 (VA. 28). In tal caso, le tre equazioni precedenti, dopo aver sostituito
 l’espressione per λ risultano essere linearmente dipendenti. Prendendo allora
 due di esse che risultano linearmente indipendenti abbiamo le equazioni
 cartesiane dell’asse centrale; per esempio, poniamo siano indipendenti leprime due:
 M Ox + Ryz − Rzy = J R2 Rx
 M Oy + Rzx −Rxz = J R2 Ry
 (VA. 36)
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 Ora, due equazioni lineari in x, y , z , e tra loro linearmente indipendenti,
 rappresentano nello spazio una retta.
 • Notiamo che l’asse centrale risulta essere definito solo se il risultante
 è non nullo, come abbiamo precedentemente ipotizzato; in caso contrario
 si annullerebbero i denominatori nella (VA. 36). Anche da un punto di
 vista geometrico si comprende come, essendo l’asse centrale il luogo dei
 poli rispetto ai quali il momento è di minimo modulo e quindi parallelo al
 risultante, non sia possibile determinare una direzione parallela ad un vettore
 nullo. Perciò se il risultante è nullo l’asse centrale risulta non definito.
 Operazioni elementari
 Si chiamano operazioni elementari su di un sistema di vettori applicati le
 seguenti operazioni:
 — l’aggiunta o la soppressione di una o più coppie di braccio nullo;
 — la sostituzione di più vettori applicati in uno stesso punto con il loro
 risultante, applicato nello stesso punto; o viceversa la decomposizione di un
 vettore applicato in un punto in più vettori applicati nello stesso punto, il cui
 risultante è uguale al vettore di partenza.
 Una conseguenza di queste due operazioni elementari consiste nel:
 — trasporto di un vettore lungo la propria retta d’azione.
 Questa terza operazione elementare non è indipendente dalle prime due
 in quanto il trasporto del vettore lungo la sua retta d’azione si può pensare
 come l’aggiunta di una coppia di braccio nullo seguita dalla soppressione di
 un’altra coppia di braccio nullo o dalla sostituzione di due vettori applicati
 nello stesso punto con il loro risultante.
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 A A
 B B
 v
 v
 v
 -v
 v
 r r r
 Figura VA. 15: trasporto di un vettore lungo la propria retta d’azione
 Per come sono state definite:
 Le operazioni elementari non alterano nè il risultante nè il momento
 risultante di un sistema di vettori applicati.
 e in questo sta la loro importanza ai fini della riducibilità dei sistemi di vettori
 applicati.
 Sistemi riducibili
 Diamo la seguente definizione di riducibilità di due sistemi:
 Due sistemi di vettori applicati si dicono riducibili quando è possibile
 passare dall’uno all’altro mediante operazioni elementari.
 E inoltre la definizione di sistema riducibile a zero:
 Un sistema di vettori applicati si dice riducibile a zero, o equilibrato
 o nullo quando, mediante operazioni elementari, può essere ridotto a
 coppie di braccio nullo.
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 Osserviamo che se un sistema di vettori applicati Σa è riducibile ad un
 altro sistema Σa allora è vero anche il viceversa e cioè che Σ
 a è riducibile a
 Σa. Infatti, se per passare da Σ
 a a Σa occorre aggiungere, mediante operazioni
 elementari un sistema nullo Σa , invertendo tutte le operazioni elementari
 (cioè scambiando l’operazione di aggiungere con quella di sopprimere, ecc.)
 si ritorna da Σa a Σ
 a.
 Teoremi di riducibilità
 Il teorema più importante della teoria dei vettori applicati riguarda la
 riducibilità di un qualunque sistema di vettori applicati ad un sistema di vettori
 applicati particolarmente semplice. Lo enunciamo:
 Un sistema di vettori applicati di risultante R e momento risultante
 M Q calcolato rispetto a un polo Q è riducibile ad un solo vettore R
 applicato in Q e ad una coppia di momento M Q.
 DIMOSTRAZIONE
 La dimostrazione di questo teorema può essere fatta in tre stadi successivi,
 ciascuno dei quali costituisce un teorema a se stante: a questi tre teoremi, che
 ora enunciamo e dimostriamo, si dà il nome di teoremi di riducibilità.
 a. un sistema di più di tre vettori applicati è riducibile a tre vettori
 Supponiamo di avere un sistema di più di tre vettori applicati:
 Σa = (As,vs) ; s = 1, 2, · · · , n ; n > 3
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 e di assegnare tre punti non allineati P , P , P . Allora, dato il generico
 vettore vs, applicato in As, congiungiamo As con i tre punti P , P , P .Qualunque sia As, se i quattro punti non sono complanari, i versori che si
 possono assegnare alle tre rette congiungenti ottenute, costituiscono una base
 dello spazio. Allora è possibile decomporre su questa base qualunque vettore
 dello spazio e, in particolare vs.
 Se invece i quattro punti risultassero complanari, mediante un’operazione
 elementare, possiamo far scorrere il vettore vs lungo la propria retta d’azione
 portando il suo punto di applicazione al di fuori del piano e riconducendoci in
 tal modo al caso di non complanarità. Se poi anche il vettore fosse complanare
 con i quattro punti basteranno due soli versori di base per decomporlo nel
 piano e questi esistono sempre grazie al fatto che i punti P , P , P non sono
 allineati.
 Eseguita la decomposizione risulterà:
 vs = vs + v
 s + vs
 dove gli apici denotano i tre vettori componenti di vs nelle tre direzioni.
 Facendo uso della seconda operazione elementare sostituiamo al vettore vsi tre vettori componenti. Ora facciamo scorrere ciascuno dei tre vettori lungo
 la propria retta d’azione fino a raggiungere i punti P , P , P .
 As
 P'
 P''P'''v'
 v''
 v'''
 v
 s
 s
 s
 s
 Figura VA. 16: riduzione di un sistema a tre vettori
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 Ripetendo l’operazione per ogni vettore applicato del sistema ci
 riconduciamo a tre sottosistemi di vettori ciascuno dei quali risulta applicato
 in P , P , P :
 Σa = (P ,v
 s) ; s = 1, 2, · · · , n
 Σa = (P
 ,vs) ; s = 1, 2, · · · , n
 Σa = (P ,v
 s ) ; s = 1, 2, · · · , n
 Sostituendo i vettori applicati nello stesso punto con il loro risultante si
 giunge ad un sistema di soli tre vettori applicati nei tre punti assegnati:
 (P ,n
 s=1
 vs), (P ,
 n
 s=1
 vs), (P ,
 n
 s=1
 vs )
 b. un sistema di tre vettori è riducibile a due vettori applicati
 Se si pensa di partire da un sistema di tre vettori applicati
 (P 1,v1), (P 2,v2), (P 3,v3, oppure si è fatto uso del teorema precedente,
 questo ulteriore teorema ci consente di ridurre il sistema di partenza ad un
 sistema più semplice, costituito da due soli vettori applicati.
 Si hanno casi banali se almeno due dei tre vettori del sistema sono
 complanari, perchè, allora si hanno due possibilità:
 i) i due vettori complanari hanno rette d’azione incidenti: allora i due
 vettori si possono far scorrere lungo le rispettive rette d’azione fino al punto
 di intersezione delle rette stesse; i due vettori ottenuti hanno lo stesso punto
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 di applicazione e si possono sostituire con il loro risultante ottenendo subito
 un sistema di due soli vettori applicati.
 Il procedimento è illustrato in fig.(VA. 17).
 P
 v
 v
 v v
 1
 2 3
 P
 1
 P3P
 2
 Figura VA. 17: riduzione di tre vettori di cui due complanari incidenti a un sistema
 di due vettori
 ii) i due vettori complanari sono paralleli e, allora, aggiungendo unacoppia di braccio nullo ci si riconduce al caso dei due vettori incidenti.
 P
 P
 P
 1
 2
 v
 v
 v
 12
 P3
 v3
 Figura VA. 18: riduzione di tre vettori di cui due paralleli a un sistema di due vettori
 Altri casi banali si hanno quando la retta d’azione di almeno uno dei tre
 vettori contiene il punto di applicazione di un altro di essi, perchè in questo
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 40 A. Strumia, Meccanica razionale
 caso basta far scorrere il vettore in questione lungo la propria retta d’azione
 fino al punto di applicazione dell’altro vettore e sostituire poi i due vettori con
 il loro risultante.
 Se si eccettuano questi casi la retta d’azione, ad esempio di v2 e il punto
 di applicazione P 1 individuano un piano distinto dal piano individuato dalla
 retta d’azione di v3 e da P 1. Questi due piani risultano incidenti in una retta
 passante per P 1. Ora scelto ad arbitrio un punto Q sulla retta di intersezione
 dei due piani, distinto da P 1 si decompongono i vettori v2 e v3, nel loro piano
 lungo le direzioni di P 1P 2, QP 2 e rispettivamente di P 1P 3 e QP 3. Nei piani
 predetti ognuno di questi vettori è identificato completamente da due sole
 componenti. Abbiamo così:
 v2 = v2 + v
 2, v3 = v
 3 + v
 3
 A questo punto si fanno scorrere i vettori con un solo apice lungo la loro
 retta d’azione fino al punto P 1 e i vettori con due apici fino al punto Q.
 Dopo questa sequenza di operazioni elementari ci siamo ricondotti aiseguenti sistemi di vettori applicati:
 (Q,v2
 ), (Q,v3
 ), (P 1,v1), (P 1,v2), (P 1,v
 3)
 che si sostituiscono con i rispettivi risultanti ottenendo un sistema di due soli
 vettori applicati in Q e in P 1.
 c. un sistema di due vettori è riducibile ad un vettore e a una coppia
 Partendo da un sistema di due vettori applicati uno nel punto Q che
 prendiamo come polo e l’altro nel punto P , indichiamo questi vettori con:
 (P, v1) e (Q,v2).
 Aggiungendo in Q una coppia di braccio nullo di vettore v1, possiamo poi
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 Q
 P P
 P
 1 2
 3v
 v
 v
 v'
 v''
 3
 32
 2
 3
 2
 1
 v'
 v''
 Figura VA. 19: riduzione di tre vettori a un sistema di due vettori (caso non banale)
 P
 Q Q
 P
 P P
 Q Q
 v
 v
 v
 v
 -v
 -v
 v
 v R
 v v
 -v
 R
 2
 1
 1
 1
 2
 11
 1
 11
 2
 a)b)
 c) d)
 Figura VA. 20: riduzione di due vettori a un vettore e a una coppia
 comporre il vettore v2 con il vettore v1 appena trasportato. Il loro risultante
 coinciderà con il risultante R del sistema, applicato in Q. Rimane inoltre la
 coppia di momento: M Q = QP ∧ v1.
 Sistemi a invariante nullo
 Grazie a quanto visto a proposito dell’asse centrale e dei teoremi di
 riducibilità possiamo concludere che:
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 42 A. Strumia, Meccanica razionale
 • se si sceglie come polo un punto dell’asse centrale, un sistema a
 risultante non nullo è riducibile a un vettore applicato nel polo, uguale al
 risultante, e ad una coppia il cui momento è parallelo al risultante e ha minimo
 modulo rispetto a quello delle coppie relative a poli non appartenenti all’asse
 centrale.
 Un caso particolarmente notevole è dato dai sistemi ad invariante nullo.
 Infatti se si ha che:
 J = M Q ×R = 0 (VA. 37)
 si possono presentare le seguenti possibilità:
 — R e M Q non nulli e ortogonali tra loro: il sistema si riduce al
 vettore risultante applicato nel polo e ad una coppia di momento ortogonale al
 risultante. L’asse centrale in questo caso esiste e la componente del momento
 parallela al risultante µ è nulla. Questa situazione si verifica per i poli che
 non appartengono all’asse centrale;
 —R = 0 In questo caso il sistema si riduce alla sola coppia essendo
 nullo il risultante;
 — M Q = 0 , (R = 0) Questa situazione si verifica per i poli
 appartenenti all’asse centrale: infatti sull’asse centrale il momento è uguale a
 µ, che per un sistema a invariante nullo è nullo grazie alla (VA. 29). Abbiamo
 allora la circostanza notevole per cui:
 • Un sistema a invariante nullo e risultante non nullo è riducibile ad un
 solo vettore applicato ad un punto dell’asse centrale. Inoltre il momento
 rispetto ad un polo non appartenente all’asse centrale è ortogonale all’assecentrale stesso ed è uguale al momento del vettore risultante rispetto a quel
 polo.
 Esistono due classi notevoli di sistemi a invariante nullo e sono: i sistemi
 di vettori piani e i sistemi di vettori paralleli.
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 Sistemi di vettori piani
 Un sistema di vettori si dice piano quando le rette d’azione dei vettori
 che lo compongono e i loro punti di applicazione appartengono a uno stesso
 piano, che si dice piano del sistema.
 Scelto un polo su questo piano il momento QAs ∧ vs di ciascun vettore
 del sistema (As,vs) sarà ortogonale al vettore stesso e al vettore del piano che
 congiunge il polo Q con il punto di applicazione As; perciò sarà ortogonaleal piano. Di conseguenza anche il momento risultante M Q risulta ortogonale
 al piano dei vettori e quindi al loro risultante, che appartiene pure al piano
 essendo la somma di vettori del piano; oppure risulta nullo.
 Di conseguenza l’invariante di un sistema di vettori piani è nullo. Si noti
 che se si sceglie un polo esterno al piano dei vettori il nuovo momento non
 sarà più ortogonale al piano pur rimanendo sempre ortogonale al risultante
 dovendo rimanere nullo l’invariante.
 A
 QA
 v Q
 s
 s
 ∧ Vs
 Figura VA. 21: il momento di un sistema di vettori piani è normale al piano o nullo
 In ogni caso rispetto a un polo scelto sull’asse centrale il momento è nullo.
 Per dare una rappresentazione cartesiana dell’asse centrale di un sistema di
 vettori piani è conveniente scegliere un sistema cartesiano ortogonale il cui
 piano xy coincide con il piano dei vettori. In questo caso, poichè il risultante
 è un vettore del piano e il momento risultante è ortogonale al piano, abbiamo
 le seguenti informazioni:
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 44 A. Strumia, Meccanica razionale
 Rz = 0, M Ox = 0, M Oy = 0, λ = J
 R2 = 0
 che introdotte nelle equazioni parametriche dell’asse centrale (VA. 35) danno:
 z = O
 M Oz + Rxy − Ryx = 0
 (VA. 38)
 L’asse centrale risulta essere una retta del piano z = 0, che è il piano dei
 vettori, parallela al risultante.
 Sistemi di vettori paralleli
 Si dice che un sistema di vettori applicati è un sistema di vettori paralleli
 quando le rette d’azione di tutti i suoi vettori sono parallele.
 Un sistema di vettori paralleli non è, generalmente un sistema piano,
 tuttavia anche un sistema di vettori paralleli è un sistema a invariante nullo.
 Infatti il risultante R ha la direzione comune ai vettori paralleli, mentre il
 momento di ogni vettore è normale a ciascun vettore del sistema, e quindi il
 momento risultante è normale alla direzione comune di tutti i vettori e quindi
 anche al risultante. Perciò l’invariante risulta essere nullo.
 Dunque, anche in questo caso il momento risulta essere nullo quando ècalcolato rispetto a un punto dell’asse centrale scelto come polo e il sistema è
 riducibile al solo vettore risultante applicato in un punto dell’asse centrale.
 Per la determinazione delle equazioni cartesiane dell’asse centrale è
 conveniente scegliere il sistema cartesiano in modo che la direzione dell’asse
 z coincida con la direzione comune dei vettori paralleli: in questo caso il
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 risultante ha solo la componente lungo l’asse z diversa da zero, mentre il
 momento, essendo normale al risultante ha la componente z nulla.
 Rx = 0, Ry = 0, M Oz = 0, λ = 0
 dove λ = 0, grazie alla (VA. 28) perchè l’invariante è nullo.
 Dalle equazioni parametriche dell’asse centrale (VA. 35) abbiamo dunque:
 M Ox = Rzy
 M Oy = −Rzx(VA. 39)
 Di qui si vede subito che l’asse centrale è proprio una retta parallela
 all’asse z, cioè al risultante.
 Centro dei vettori paralleli
 Sia Σa un sistema di n vettori applicati (As,vs), paralleli di versore
 comune u. Possiamo rappresentare ciascun vettore del sistema nella forma:
 vs = v su (VA. 40)
 dove:
 v
 s = vs × u = ±|vs| (VA. 41)
 è la componente del generico vettore del sistema rispetto al versore u, che
 risulta positiva o negativa a seconda che il vettore sia concorde o discorde con
 u.
 Anche il risultante si può esprimere allo stesso modo:
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 46 A. Strumia, Meccanica razionale
 R = Ru (VA. 42)
 con:
 R = R × u = ± |R | =n
 s=1
 vs (VA. 43)
 Scriviamo l’equazione vettoriale dell’asse centrale (VA. 26) per il sistemadi vettori paralleli; abbiamo:
 M O + P O ∧R = 0
 essendo λ = 0 per un sistema di vettori paralleli. Tenendo conto delle
 informazioni precedenti abbiamo:
 n
 s=1
 OAs ∧ vsu+ P O ∧Ru = 0
 essendo P un punto dell’asse centrale. Raccogliendo il prodotto vettoriale per
 u e tenendo conto che P O = −OP possiamo scrivere:
 ns=1
 OAsvs −OP R
 ∧ u = 0 (VA. 44)
 Questa equazione, essendo sempre u = 0 equivale a richiedere che esista
 un α ∈ R per cui si ha:
 ns=1
 OAsvs −OP R = αu
 Essendo R = 0, in modo che l’asse centrale esista, l’equazione
 precedente si può risolvere rispetto a OP ottenendo:
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 OP = 1
 R
 ns=1
 OAsvs − αu
 (VA. 45)
 che rappresenta, in forma parametrica, l’equazione dell’asse centrale per il
 sistema di vettori paralleli.
 Si vede facilmente che l’asse centrale ha la direzione di u e che tra tutti
 i punti dell’asse centrale ne esiste uno e uno solo, corrispondente al valore
 del parametro: α = 0, le cui coordinate non dipendono dal versore u.
 Immaginando di ruotare tutti i vettori del sistema di vettori paralleli di uno
 stesso angolo, anche u risulterà ruotato di questo angolo e allo stesso modo
 l’asse centrale: tuttavia il punto in questione, non dipendendo dal versore u
 rimarrà immutato e si troverà all’intersezione di tutti gli assi centrali che si
 ottengono ruotando i vettori di un angolo qualsiasi. A questo punto si dà il
 nome di centro dei vettori paralleli e si denota con C . La sua definizione si
 ottiene ponendo α = 0 nella (VA. 45):
 OC = 1
 R
 ns=1
 OAsvs (VA. 46)
 • Il centro soddisfa l’equazione della stella di tutti gli assi centrali che si
 ottengono ruotando il versore u e perciò rappresenta l’intersezione di tutti gli
 assi centrali dei sistemi di vettori paralleli ruotati. Osserviamo che al tendere
 di R a zero il centro tende ad un punto improprio in quanto le sue coordinatetendono all’ infinito.
 • Evidentemente la definizione del centro dei vettori paralleli non
 dipende dalla scelta del punto O, che è del tutto arbitraria, come si vede
 aggiungendo OO ad entrambi i membri della (VA. 46) per cambiare l’origine
 in O: la formula del centro non modifica la sua struttura.
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 r
 A
 A
 A
 A
 A A
 1
 2
 n
 n-1s
 3v
 v
 v
 v
 vv
 u
 1
 2
 n
 n-1
 s
 3
 Figura VA. 22: sistema di vettori paralleli
 • Vi è poi un’ulteriore proprietà notevole del centro dei vettori paralleli
 , che sussiste quando il sistema è costituito da vettori non solo paralleli ma
 anche concordi, cioè aventi oltre che la stessa direzione anche lo stesso verso.
 Dato un sistema di vettori paralleli e concordi i cui punti di
 applicazione cadono non esternamente ad una superficie (o a una
 curva nel caso che i punti di applicazione appartengano ad uno stesso
 piano) convessa il centro cade non esternamente alla superficie (curva)
 convessa.
 Ricordiamo che una superficie (curva) regolare si dice convessa quando il
 piano tangente (la retta tangente) in ogni suo punto lascia l’intera superficie
 (curva) nello stesso semispazio (semipiano).
 curva convessa curva non convessa
 Figura VA. 23: curve convessa e non convessa
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 DIMOSTRAZIONE
 Vediamo la dimostrazione nel caso di un sistema di vettori i cui punti
 di applicazione appartengono ad un piano e sono racchiusi da una curva
 convessa: l’estensione al caso di una superficie convessa è immediata.
 Osserviamo anzitutto che essendo i vettori concordi e u il loro versore
 le componenti dei vettori e del risultante, definite dalle (VA. 41) e (VA. 43),
 sono uguali ai rispettivi moduli.
 yx
 O
 A
 A A
 A
 A1
 2 3
 n
 s
 Figura VA. 24: centro di un sistema di vettori paralleli concordi
 Scegliamo ora un sistema cartesiano ortogonale nel piano della curva
 convessa Oxy in modo che l’asse delle ordinate risulti tangente alla curva
 in un suo punto qualsiasi e scriviamo l’ascissa del centro dei vettori paralleli
 proiettando la (VA. 46) sull’asse delle x. Otteniamo:
 xC = 1
 |R |
 n
 s=1
 xs |vs| (VA. 47)
 Evidentemente, tenendo conto che il risultante per ipotesi è non nullo
 abbiamo:
 |vs| ≥ 0, s = 1, 2, · · · , n; |R | > 0
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 Inoltre nell’ipotesi che tutti i punti di applicazione dei vettori paralleli
 siano non esterni alla curva, essendo la curva convessa, essi si troveranno nel
 semipiano chiuso che contiene la curva, e dunque risulterà anche:
 xs ≥ 0, s = 1, 2, · · · , n
 Di conseguenza dalla (VA. 47) risulta che:
 xC ≥ 0
 Ora, data l’ arbitrarietà della scelta del sistema cartesiano, possiamo
 ripetere il ragionamento per gli infiniti sistemi di assi il cui asse delle ordinate
 risulta tangente in un punto della curva, ottenendo, in conclusione che il
 centro deve trovarsi non esterno all’intersezione di tutti i semipiani delle
 ascisse non negative, cioè non esterno alla curva convessa.
 Centro di due vettori paralleli
 Un esempio interessante di sistema di vettori paralleli è dato dal caso più
 semplice, quello di un sistema di due vettori paralleli.
 Dalla (VA. 46) possiamo determinare il centro per via analitica:
 OC = OA1v
 1 + OA2v
 2
 v1 + v
 2
 (VA. 48)
 a condizione che v1
 + v 2 = 0, cioè a condizione che il sistema non sia una
 coppia, cioè abbia risultante non nullo.
 Scegliamo un sistema cartesiano nel piano dei due vettori con l’asse delle
 ascisse coincidente con la retta congiungente i due punti di applicazione. In
 questo modo la (VA. 48) proiettata sull’asse delle x diviene:
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 xC = x1v
 1 + x2v
 2
 v1 + v
 2
 (VA. 49)
 mentre yC = 0 dal momento che i punti di applicazione hanno ordinata nulla.
 Distinguiamo ora il caso in cui i vettori sono concordi da quello in cui i
 vettori sono discordi.
 Vettori concordi
 Se i vettori sono concordi abbiamo:
 v1
 = |v1| , v2
 = |v2|
 e il centro si trova non esterno al segmento congiungente i punti di
 applicazione. Possiamo vederlo facilmente, per esempio, scegliendo l’origine
 delle ascisse coincidente con A1: in questo modo abbiamo:
 xC = x2 |v2|
 |v1| + |v2|
 Allora l’ascissa del centro risulta non negativa e non maggiore di x2, dal
 momento che:
 0 ≤ |v2|
 |v1| + |v2| ≤ 1
 Stabilito che il centro è non esterno al segmento congiungente i punti diapplicazione è conveniente scegliere l’origine degli assi coincidente con il
 centro stesso e definire le distanze in modulo dei punti di applicazione dal
 centro:
 d1 = |x1| , d2 = |x2|
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 abbiamo di conseguenza:
 x1
 = −d1, x2
 = d2
 Per cui la (VA. 49) si può riscrivere:
 |v1| d1 = |v2| d2 (VA. 50)
 che si legge in questo modo:
 • il centro di due vettori paralleli concordi si trova non esterno al
 segmento congiungente i loro punti di applicazione a distanze da questi che
 sono inversamente proporzionali ai moduli dei vettori.
 Nel caso di due vettori il centro può essere determinato facilmente anche
 per via grafica, mediante l’aggiunta di una coppia di braccio nullo ai due
 vettori del sistema, come è mostrato nella fig.(VA. 25).
 A
 C
 A
 P
 1
 2
 v
 v
 R
 asse centrale
 1
 2
 Figura VA. 25: determinazione grafica del centro di due vettori paralleli concordi
 Il nuovo sistema ottenuto in questo modo e riducibile al primitivo
 sistema, non è più costituito da vettori paralleli, tuttavia è riducibile al
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 solo risultante applicato nel punto di intersezione delle due rette d’azione.
 Questo punto si trova certamente sull’asse centrale sul quale il sistema,
 essendo a invariante nullo è riducibile a un solo vettore applicato. Gli assi
 centrali dei due sistemi evidentemente coincidono, dal momento che i due
 sistemi hanno lo stesso risultante e lo stesso momento risultante e l’asse
 centrale è determinato dai soli vettori principali di un sistema di vettori
 applicati. Ora il centro del sistema dei due vettori paralleli e concordi si deve
 trovare contemporaneamente sulla congiungente i due punti di applicazione e
 sull’asse centrale: quindi si trova nel loro punto di intersezione.
 Vettori discordi
 In questo caso per la determinazione analitica del centro dobbiamo tener
 conto che i due vettori hanno verso opposto, per cui convenendo di scegliere
 uno dei due orientamenti come positivo e l’altro come negativo, avremo:
 v1
 = |v1| , v2
 = − |v2|
 Questo comporta nella relazione (VA. 49), scegliendo l’origine in A1:
 xC = −x2|v2|
 |v1| − |v2|
 dalla quale abbiamo l’informazione che il centro si trova sulla retta
 congiungente i due punti di applicazione, ma esternamente al segmento
 congiungente, dalla parte del vettore di modulo maggiore. Infatti:
 — se |v1| > |v2| risulta essere xC < 0 e cioè il centro si trova alla sinistra
 di A1 che è il punto di applicazione del vettore di modulo maggiore che in
 questo caso è v1;
 — se |v1| < |v2| si ha che:
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 |v2|
 |v1| − |v2| = −
 1
 1− |v1||v2|
 < −1
 e, dunque il centro si trova a destra di A2, cioè, dalla parte del vettore di
 modulo maggiore che in questo caso è v2.
 Scegliendo ora l’origine nel centro possiamo introdurre le distanze dei
 punti di applicazione dal centro d1 e d2 come nel caso precedente. In questo
 caso avremo per le ascisse dei punti di applicazione:
 x1 = ± d1, x2 = ± d2
 dove il segno positivo va preso nel caso in cui il centro si trovi a sinistra di A1
 e il segno negativo nel caso in cui il centro si trovi a destra di A2.
 Queste informazioni sostituite nella (VA. 49), avendo posto xC = 0(origine) ci danno come nel caso dei vettori concordi una relazione di
 proporzionalità inversa:
 |v1| d1 = |v2| d2
 che si può leggere in questo modo:
 • il centro di due vettori paralleli discordi si trova sulla retta congiungente
 i loro punti di applicazione, esternamente al loro segmento congiungente a
 distanze da questi che sono inversamente proporzionali ai moduli dei vettori
 e dalla parte del vettore di modulo maggiore.
 Per quanto riguarda la determinazione del centro per via grafica laprocedura è del tutto analoga a quella che si conduce nel caso dei vettoriconcordi ed è illustrata in fig.(VA. 26).
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 A A
 C
 1 2
 R
 V
 V
 1
 2
 P
 asse centrale
 Figura VA. 26: determinazione grafica del centro di due vettori paralleli discordi
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 CP. Cinematica del punto
 Per iniziare a trattare la cinematica presupponiamo come primitive le
 nozioni di spazio e di tempo che assumiamo come note dalla fisica ed
 iniziamo subito ad esaminare come si caratterizza il moto di un punto. Il punto
 geometrico costituisce la prima e più rudimentale schematizzazione di un
 corpo, del quale si trascura la struttura interna, pensandolo come concentrato
 in un unico punto.
 Il punto è caratterizzabile mediante un vettore posizione OP , riferibile
 ad un’origine O e ad un sistema di assi cartesiani ortogonali propri di
 un osservatore munito di un regolo per la misura delle lunghezze e di un
 sistema di orologi per la misura dei tempi. La conoscenza del vettore OP
 come funzione del tempo caratterizza completamente il moto del punto.
 O
 x
 y
 z
 P
 OP(t)
 Figura CP. 1: moto di un punto riferito ad un osservatore
 Conoscere il moto del punto P equivale a conoscere la funzione vettoriale
 del tempo:
 OP = OP (t) (CP. 1)
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 ovvero, proiettando sugli assi cartesiani del sistema di riferimento, conoscere
 le tre funzioni che danno le coordinate del punto in ogni istante:
 xi = xi (t), i = 1, 2, 3 (CP. 2)
 che scriveremo anche indifferentemente:
 x = x(t)
 y = y(t)
 z = z (t)
 (CP. 3)
 Dal punto di vista geometrico queste tre funzioni rappresentano la
 parametrizzazione di una curva rispetto al parametro t: tale curva viene detta
 traiettoria del moto ed è la curva che il punto P descrive nello spazio durante
 il suo moto.
 E’ conveniente, però introdurre un’altra parametrizzazione per la curvache si può ottenere mediante l’ascissa curvilinea s sulla traiettoria. Come
 è noto dalla geometria l’ascissa curvilinea è definita, rispetto ad un’altra
 parametrizzazione della curva (nel nostro caso quella in t) come:
 s = t0
 ds( t ) (CP. 4)
 dove:
 ds(t) = ± dx
 dt
 2
 +
 dy
 dt
 2
 +
 dz
 dt
 2
 dt (CP. 5)
 Mediante questa nuova parametrizzazione la traiettoria viene descritta
 in modo puramente geometrico, senza includere il tempo come parametro,
 attraverso l’equazione vettoriale:
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 OP = OP (s) (CP. 6)
 o equivalentemente, proiettando sugli assi cartesiani:
 x = x(s)
 y = y(s)
 z = z (s)
 (CP. 7)
 La legge che regola il cambio di parametrizzazione da t ad s è esprimibile
 come un legame funzionale del tipo:
 s = s(t) (CP. 8)
 e prende il nome di equazione oraria o legge oraria del moto. Mentre la (CP.
 6) contiene solamente le informazioni geometriche relative alla traiettoria,indipendentemente dalle informazioni sull’evoluzione temporale del moto,
 cioè sul modo come la traiettoria viene percorsa, la legge oraria non
 contiene nessuna informazione sulla forma della traiettoria, ma descrive
 propriamente il modo in cui essa viene percorsa nel tempo, cioè contiene
 tutte le informazioni sull’evoluzione temporale del moto.
 Perciò questa rappresentazione del moto è particolarmente conveniente,
 perchè consente di separare le informazioni più propriamente geometriche
 da quelle strettamente cinematiche .
 Cinematica lungo una traiettoria assegnata
 Se si suppone assegnata la traiettoria del moto, cioè l’equazione vettoriale
 (CP. 6), o equivalentemente le equazioni (CP. 7), lo studio del moto si
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 riconduce allo studio della sola legge oraria (CP. 8), che può essere riportata
 in grafico fornendo quello che si chiama diagramma orario del moto.
 Si introduce, poi, il concetto di velocità media del punto, in un intervallo
 di tempo di estremi t1 e t2, come:
 vm = s(t2) − s(t1)
 t2
 −t1
 (CP. 9)
 e di velocità istantanea nell’istante generico t, come:
 v = ds
 dt = s (CP. 10)
 dove con il punto si indica l’operazione di derivaizone rispetto al tempo.
 Questa velocità viene propriamente denominata velocità scalare del moto
 lungo la traiettoria.
 Un moto che avviene con velocità positiva è un moto in cui la
 funzione s(t), avendo derivata positiva, è crescente: viene perciò detto moto
 progressivo , mentre un moto in cui la velocità scalare è negativa viene detto
 regressivo, in quanto s(t) decresce. I punti in cui la velocità si annulla sono
 detti punti di arresto: quando i punti di arresto corrispondono a massimi
 o minimi relativi della funzione s(t) vengono detti punti di inversione del
 moto, in quanto attraversandoli il moto cambia il verso di percorrenza della
 traiettoria.
 Nel grafico riportato nella fig. (CP. 2) il moto risulta progressivo negliintervalli: 0 ≤ t < t1, t > t2 e regressivo nell’intervallo: t1 < t < t2. I punti
 caratterizzati dai valori del tempo t1 e t2 sono punti di inversione.
 Per poter condurre lo studio della funzione s(t) dal punto di vista analitico,
 in modo da valutarne gli estremanti, occorre introdurre anche la sua derivata
 seconda rispetto al tempo, che prende il nome di accelerazione scalare:
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 O t
 t
 t
 s
 so
 1
 2
 Figura CP. 2: diagramma orario del moto
 a = d2s
 dt2 = v = s (CP. 11)
 Si caratterizzano poi alcuni moti particolari:
 Moto uniforme
 Un moto si dice uniforme quando la sua accelerazione è nulla:
 a = 0 (CP. 12)
 Questa equazione si può riscrivere esplicitamente nella forma:
 s = 0 (CP. 13)
 che rappresenta l’equazione differenziale della legge oraria per il moto
 uniforme.
 Integrata essa dà:

Page 64
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 64/473
 cinematica del punto 63
 s(t) = v0t + s0 (CP. 14)
 dove i valori delle due costanti v0 ed s0 sono dati dalle condizioni iniziali:
 s0 = s(0), v0 = s(0) (CP. 15)
 essendo s0 la posizione iniziale del punto lungo la traiettoria e v0 la suavelocità iniziale.
 Moto uniformemente vario
 Un moto si dice uniformemente vario quando la sua accelerazione è
 costante:
 a = a0 (CP. 16)
 ovvero:
 s = a0 (CP. 17)
 che integrata fornisce l’ equazione oraria:
 s(t) = 1
 2 a0t2 + v0t + s0 (CP. 18)
 Il moto uniformemente vario si dirà uniformemente accelerato se a0 > 0e uniformemente ritardato se a0 < 0.
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 Moto vario
 Un moto si dice vario quando non rientra nelle due categorie precedenti:
 in questo caso la funzione a(t) è qualunque e per determinare la legge oraria
 si dovrà procedere caso per caso a due successive integrazioni, una volta
 conosciuta la funzione accelerazione scalare. L’equazione differenziale del
 moto si scrive:
 s = a(t) (CP. 19)
 Integrando una volta si ottiene la funzione velocità:
 v(t) = t0
 a( t )dt + v0 (CP. 20)
 Integrando una seconda volta si ha la legge oraria del moto:
 s(t) = t0
 v( t )dt + v0t + s0 (CP. 21)
 Cinematica vettoriale
 Una descrizione complessiva del moto, che includa anche la traiettoria,
 si può fare considerando non appena la legge oraria (CP. 8), ma la funzionevettoriale (CP. 1). A questo scopo si definiscono:
 — la velocità vettoriale del punto P :
 v = dOP
 dt =
 dP
 dt (CP. 22)
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 dove la notazione abbreviata, che omette O per sottolineare che P è il punto
 variabile, è quella che useremo più frequentemente;
 — l’accelerazione vettoriale del punto P :
 a = dv
 dt =
 d2P
 dt2 (CP. 23)
 Per evidenziare, nelle formule, ciò che dipende dalla geometria
 (traiettoria ) e ciò che dipende dal tempo (legge oraria ) è necessario
 pensare la funzione vettoriale OP (t) come una funzione composta del tempo
 attraverso s:
 OP = OP (s(t)) (CP. 24)
 in modo da evidenziare il legame tra le caratteristiche geometriche della
 traiettoria e le grandezze cinematiche.
 In questo modo la velocità vettoriale si esprime come:
 v = dP
 ds
 ds
 dt
 ma:
 T = dP
 ds (CP. 25)
 è il versore tangente 1 alla traiettoria nel punto P . Di conseguenza si ottiene:
 1Richiami sulla geometria delle curve si possono trovare nell’appendice CU - Proprietà
 differenziali delle curve.
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 v = sT (CP. 26)
 relazione che ci informa che:
 La velocità vettoriale è un vettore sempre tangente alla traiettoria e di
 modulo uguale al valore assoluto della velocità scalare
 La rappresentazione (CP. 26) prende il nome di rappresentazione
 intrinseca della velocità vettoriale.
 Derivando la (CP. 26) rispetto al tempo ricaviamo l’accelerazione
 vettoriale:
 a = d
 dt (sT ) = sT + s
 dT
 dt (CP. 27)
 ma T è funzione composta del tempo attraverso s, per cui possiamo scrivere:
 dT
 dt =
 dT
 ds
 ds
 dt (CP. 28)
 Ora, dalla teoria delle curve sappiamo che:
 dT
 ds = C N =
 1
 ρ N (CP. 29)
 dove N è il versore normale principale alla curva e:
 C = 1
 ρ (CP. 30)
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 è la curvatura principale e ρ è il raggio di curvatura ed è uguale al raggio
 del cerchio osculatore.
 Dunque sostituendo nella (CP. 28) otteniamo:
 dT
 dt =
 s
 ρ N
 e quindi nell’equazione dell’accelerazione (CP. 27), abbiamo:
 a = sT + s2
 ρ N (CP. 31)
 Questa è la rappresentazione intrinseca dell’accelerazione vettoriale.
 Il vettore accelerazione possiede due componenti:
 — una componente tangenziale , cioè diretta come il versore tangente alla
 curva, il cui valore è uguale all’accelerazione scalare:
 aT = a× T = s (CP. 32)
 — una componente normale , cioè diretta come il versore normale
 principale all curva, il cui valore è dato da:
 aN = a×N = s2
 ρ (CP. 33)
 Il termine aT è responsabile delle variazioni del modulo del vettore
 velocità; infatti:
 d |v|dt
 = d
 √ v2
 dt =
 v√ v2
 × dv
 dt =
 v
 |v| × a = ±T × a = ± aT

Page 69
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 69/473
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 L’accelerazione normale è, invece di conseguenza, responsabile delle
 variazioni della direzione del vettore velocità.
 Osserviamo, ancora, che se si richiede che v sia costante durante il moto,
 il che equivale a dire, che il vettore accelerazione sia nullo:
 v = costante ⇐⇒ a = 0
 dalla (CP. 31) abbiamo:
 sT + s2
 ρ N =
 Dal momento che T e N sono vettori linearmente indipendenti, la
 condizione precedente equivale a dire:
 s = 0,
 s2
 ρ = C s2
 = 0 (CP. 34)
 La prima delle condizioni (CP. 34) equivale alla richiesta che il moto sia
 uniforme (CP. 13) e il suo integrale è dato dalla legge oraria (CP. 14); la
 seconda, dal momento che, in generale s = 0, altrimenti P sarebbe in quiete,
 equivale a richiedere che C = 0, ovvero che ρ → ∞, e cioè che il moto sia
 rettilineo.
 Poichè all’istante iniziale t = 0 abbiamo:
 s(0) = v0, v0 T 0 = v0 (CP. 35)
 e all’istante generico t la velocità vale:
 v = v0 T (CP. 36)
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 l’equazione della traiettoria sarà data dalla condizione sulla tangente:
 T = T 0 ⇐⇒ dP
 ds = T 0 =
 v0
 v0(CP. 37)
 Integrando rispetto ad s si ottiene l’equazione vettoriale di una retta nel
 parametro s:
 OP (s) = (s − s0) v0
 v0(CP. 38)
 che è evidentemente l’equazione vettoriale di una retta passante per la
 posizione iniziale OP 0 = s0 T 0.
 Come si è visto in questo semplice esempio, dalla cinematica vettoriale si
 hanno informazioni sia sulla legge oraria che sulla traiettoria.
 Integrazione dell’equazione vettoriale del moto
 Noto il vettore accelerazione in funzione del tempo:
 a ≡ (ax, ay, az)
 l’equazione differenziale del moto, in forma vettoriale è:
 d2P
 dt2 = a(t) (CP. 39)
 che proiettata su un sistema di assi cartesiani ortogonali rappresenta un
 sistema di equazioni differenziali del sesto ordine:
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 x = ax(t)
 y = ay(t)
 z = az(t)
 (CP. 40)
 Sistema che integrato una volta fornisce le componenti del vettore velocità
 in funzione del tempo:
 vx(t) = v0x + t0
 ax( t ) dt
 vy(t) = v0y + t0
 ay( t ) dt
 vz(t) = v0z + t0
 az( t ) dt
 (CP. 41)
 e integrato una seconda volta dà le coordinate del punto in funzione del tempo
 (integrale del moto):
 x(t) = x0 + t0
 vx( t ) dt
 y(t) = y0 + t0
 vy( t ) dt
 z (t) = z 0 + t0
 vz( t ) dt
 (CP. 42)
 Questi risultati si possono riassumere in rappresentazione indicale come:
 vi(t) = v0i + t0
 ai( t ) dt (CP. 43)
 e rispettivamente:
 xi(t) = x0i + t0
 vi( t ) dt (CP. 44)
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 ovvero nella rappresentazione vettoriale simbolica:
 v(t) = v0 + t0
 a( t ) dt (CP. 45)
 OP (t) = OP 0 + t0
 v( t ) dt (CP. 46)
 Questi risultati significano che l’integrazione di una funzione vettoriale
 equivale all’integrazione di ogni sua componente.
 Moti piani in coordinate polari
 Diamo anzitutto la seguente definizione di moto piano:
 Un moto si dice piano quando la sua traiettoria è contenuta in un piano
 invariabile rispetto all’ osservatore, che si dice piano del moto
 Di conseguenza nel caso del moto piano i versori tangente e normale
 principale appartengono al piano del moto, che coincide con il piano
 osculatore della traiettoria, mentre il versore binormale è costante e normale
 al piano del moto: questo è sufficiente a garantire che il vettore velocità e il
 vettore accelerazione, in base alla (CP. 26) e, rispettivamente alla (CP. 31),
 appartengano al piano del moto.
 Spesso può essere conveniente, quando si analizza un moto piano
 proiettare le equazioni vettoriali del moto, anzichè su di un sistema cartesiano,
 su un sistema di coordinate polari (r, ϑ) disposto come in figura (??).
 In questo sistema di coordinate:
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 Ox
 y
 P
 r
 ϑu
 w
 Figura CP. 3: rappresentazione di un moto piano in coordinate polari
 r = |OP | (CP. 47)
 è il modulo del raggio vettore che individua il punto P e ϑ è l’angolo formato
 da OP con l’orientazione positiva delle ascisse.
 Anzichè fare uso della base ortonormale degli assi cartesiani ortogonali:
 ei, i = 1, 2
 si introducono i nuovi versori:
 u = R∼ e1, w = R∼e2 (CP. 48)
 essendo:
 R∼ ≡ cosϑ −senϑ
 sen ϑ cos ϑ
 (CP. 49)
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 la matrice di rotazione 2 × 2 che definisce una rotazione di un angolo ϑ
 nel piano del moto. Si ottengono subito le componenti cartesiane dei nuovi
 versori di base:
 u ≡ (cosϑ, sen ϑ), w ≡ (−senϑ, cos ϑ) (CP. 50)
 che sono manifestamente ortonormali essendo stati ottenuti mediante
 rotazione di una base ortonormale.
 Il legame tra le coordinate cartesiane e le coordinate polari nel piano
 risulta allora esprimibile nella forma:
 x = OP × e1
 y = OP × e2
 (CP. 51)
 Ma essendo:
 OP = ru (CP. 52)
 segue:
 x = r cos ϑ
 y = r sen ϑ
 (CP. 53)
 A questo punto siamo in grado di caratterizzare le grandezze cinematichev e a, per il moto piano, in coordinate polari.
 Per la velocità, derivando rispetto al tempo la (CP. 52) abbiamo:
 v = dP
 dt =
 d
 dt(ru) = ru + r
 du
 dt (CP. 54)
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 Ma u è funzione composta del tempo attraverso ϑ, dunque svilupperemo
 la derivata nel modo seguente:
 du
 dt =
 du
 dϑ
 dϑ
 dt (CP. 55)
 Dalla (CP. 50) ricaviamo:
 du
 dϑ ≡ (−senϑ,cosϑ) ≡ w (CP. 56)
 Quindi:
 du
 dt = ϑw (CP. 57)
 Sostituendo questi risultati nella (CP. 54) otteniamo l’espressione finale
 per la velocità nei moti piani, in coordinate polari:
 v = r u + r ϑw (CP. 58)
 Per valutare l’accelerazione in coordinate polari procediamo
 analogamente. Scriviamo:
 a = dv
 dt = d
 dt (ru+r ϑw) = r u+ r du
 dt + r ϑw+r ϑw+r ϑ dw
 dt (CP. 59)
 Ci occorre valutare ancora:
 dw
 dt =
 dw
 dϑ
 dϑ
 dt (CP. 60)

Page 76
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 76/473
 cinematica del punto 75
 E dalla (CP. 50):
 dw
 dϑ ≡ (−cos ϑ,−senϑ) ≡ −u (CP. 61)
 Quindi:
 dw
 dt = −ϑu (CP. 62)
 In conclusione, inserendo la (CP. 57) e la (CP. 62) nella (CP. 59) otteniamo
 la rappresentazione dell’accelerazione per i moti piani:
 a = (r − r ϑ2)u + (r ϑ + 2r ϑ)w (CP. 63)
 Sia per la velocità che per l’accelerazione vengono denominate come:radiale la componente secondo u e trasversale la componente secondo w.
 Si utilizzano le seguenti notazioni:
 vr = r velocità radiale
 vϑ = r ϑ velocità trasversale
 ar = r
 −r ϑ2 accelerazione radiale
 aϑ = r ϑ + 2r ϑ accelerazione trasversale
 (CP. 64)

Page 77
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 77/473
 76 A. Strumia, Meccanica razionale
 Velocità areale
 Trattando dei moti piani è particolarmente utile definire anche una
 grandezza legata all’area che il raggio vettore descrive durante il moto: si
 dice velocità areale l’area che il raggio vettore descrive nell’ unità di tempo.
 Considerando un intervallo di tempo ∆t il raggio vettore OP ruoterà di
 un angolo ∆ϑ attorno ad O a partire dalla direzione ϑ che aveva all’inizio
 dell’intervallo. Pensando che ∆t sia abbastanza piccolo l’area descritta dalraggio vettore OP , nell’intervallo di tempo ∆t sarà uguale all’area del settore
 circolare di raggio r e angolo al centro ∆ϑ, a meno di infinitesimi di ordine
 superiore al primo. Cioè si avrà:
 ∆A = 1
 2 r2∆ϑ + O[(∆ϑ)2] (CP. 65)
 O x
 y
 r
 r'
 P
 P' r
 ϑ
 ∆ϑ
 ∆ϑ
 Figura CP. 4: area descritta dal raggio vettore durante il moto
 La velocità areale, perciò, considerando che ϑ è funzione del tempo si
 potrà rappresentare in coordinate polari come:
 A = lim∆t→0
 ∆A
 ∆t =
 dA
 dt =
 1
 2 r2 ϑ (CP. 66)
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 Analogamente si definisce l’accelerazione areale come derivata della
 velocità areale rispetto al tempo. Ne risulta:
 A = r r ϑ + r2
 2ϑ =
 r
 2 (2r ϑ + r ϑ) (CP. 67)
 Confrontando con l’espressione dell’ accelerazione trasversale nelle (CP.
 64) risulta un legame fra l’accelerazione areale e l’accelerazione trasversale
 del moto del punto. Abbiamo:
 A = r
 2aϑ (CP. 68)
 Osserviamo che se aϑ = 0, cioè se l’accelerazione è interamente radiale,
 allora l’accelerazione areale è nulla, e viceversa. In questo caso la velocità
 areale è costante.
 Moti centrali
 Diamo ora la definizione di moto centrale:
 Un moto si dice centrale quando esiste un punto O (detto centro del
 moto) fisso rispetto all’osservatore e tale che l’accelerazione del moto
 è parallela al raggio vettore OP oppure è nulla
 La condizione di parallelismo fra OP e a, includendo anche il caso in cui
 a si annulli, si può esprimere mediante la relazione vettoriale:
 OP ∧ a = (CP. 69)
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 O
 P'
 Pv
 v'
 a
 a'
 Figura CP. 5: moto centrale
 Da questa relazione, per la definizione di velocità vettoriale (CP. 22), si
 ottiene:
 d
 dt(OP ∧ v) = (CP. 70)
 Infatti il calcolo diretto ci dà:
 d
 dt(OP ∧ v) =
 dP
 dt ∧ v + OP ∧ dv
 dt = OP ∧ a
 dal momento che il primo prodotto vettoriale a secondo membro si annulla.
 Ora, dalla (CP. 70) segue l’esistenza di un vettore costante c, caratteristico
 del moto, tale che risulta:
 OP ∧ v = c (CP. 71)
 Il vettore costante c può essere calcolato mediante le condizioni iniziali,
 dal momento che non cambia nel tempo. Si ha allora:
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 c = OP 0 ∧ v0 (CP. 72)
 dove:
 OP 0 = OP (0), v0 = v(0)
 Esaminiamo i due casi che si possono presentare nel moto centrale:
 — primo caso: c =
 Questa informazione comporta nella (CP. 71):
 OP ∧ v = , ∀t (CP. 73)
 Ma tendendo conto della rappresentazione intrinseca della velocità (CP.
 26) si ottiene:
 OP ∧ (sT ) = (CP. 74)
 Se si esclude che il caso banale in cui s = 0 ∀t, cioè il caso in cui il punto
 è in quiete, e quindi anche il caso in cui OP = in ogni istante, rimane, in
 generale:
 OP || T =⇒ a = sT + C s2N || T =⇒ C = 0
 Dunque esiste uno scalare λ tale che:
 OP = λ T (CP. 75)
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 E questa è l’equazione della traiettoria del moto, che risulta essere una
 retta passante per il centro O . Inoltre, evidentemente λ = s, cioè all’ascissa
 curvilinea.
 — secondo caso: c =
 In questo caso la definizione di prodotto vettoriale impone che i vettori
 OP e v siano ortogonali al vettore costante c; o, al più possano annullarsi
 in certi istanti. Ma allora se OP appartiene al piano normale a un vettorecostante, ne consegue che la traiettoria sta su quel piano e quindi il moto è
 piano e il piano del moto è il piano invariabile normale al vettore costante,
 non nullo c.
 Possiamo, perciò utilizzare le formule per i moti piani (CP. 58) e (CP. 52)
 e calcolare il vettore c esplicitamente. Abbiamo:
 c = OP ∧ v = r u ∧ (ru + r ϑw) = r2 ϑu ∧w
 Introduciamo ora il novo versore, normale al piano del moto:
 k = u ∧w (CP. 76)
 e otteniamo, finalmente, l’espressione del vettore che si mantiene costante
 durante il moto:
 c = r2 ϑk (CP. 77)
 E’ comodo anche introdurre la costante scalare, che non è altro che la
 componente di c lungo k:
 c = c× k = r2 ϑ (CP. 78)

Page 82
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 82/473
 cinematica del punto 81
 Il confronto con (CP. 66) ci dà poi il legame fra c e la velocità areale:
 A = 1
 2 c (CP. 79)
 • In un moto centrale abbiamo dunque che la velocità areale è costante:
 per questo a c si dà il nome di costante delle aree.
 D’altra parte il fatto che in un moto centrale la velocità areale è costantenon ci sorprende, in quanto, essendo l’accelerazione interamente radiale per
 definizione di moto centrale, risulta:
 aϑ = 0
 e di conseguenza, grazie alla (CP. 68) segue subito la costanza della velocità
 areale, annullandosi l’accelerazione areale.
 Formula di Binet
 Il fatto di poter disporre di una legge di conservazione come la (CP. 79),
 in un moto centrale, rende possibile l’eliminazione delle derivate temporali
 dalla formula dell’ accelerazione, in quanto ϑ si può esprimere come:
 ϑ = c
 r2 (CP. 80)
 Per eliminare poi r dall’equazione dell’accelerazione radiale teniamo
 conto che la variabile r si può pensare come una funzione composta del tempo
 attraverso la ϑ, cioè:
 r = r(ϑ(t))
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 Allora derivando rispetto al tempo e tenendo conto della (CP. 80):
 r = dr
 dϑϑ =
 c
 r2dr
 dϑ
 che si può riscrivere:
 r = −c d1
 r
 dϑ (CP. 81)
 Derivando ancora rispetto al tempo otteniamo:
 r = −c d2 1
 r
 dϑ2ϑ
 E quindi dopo aver eliminato ϑ con il solito metodo:
 r = − c2
 r2d2 1
 r
 dϑ2 (CP. 82)
 A questo punto, sostituendo nell’equazione dell’accelerazione radiale che
 troviamo fra le (CP. 64) otteniamo un’equazione che non contiene più derivate
 temporali ma solamente derivate rispetto a ϑ:
 ar = −c2
 r2d2 1
 r
 dϑ2 +
 1
 r
 (CP. 83)
 Questa formula è nota come formula di Binet : la sua utilità consiste
 nel fatto che rende possibile il calcolo dell’accelerazione mediante la
 sola conoscenza della traiettoria, cioè mediante un’informazione di tipo
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 geometrico, in quanto i termini cinematici che provengono dalla legge oraria
 sono stati eliminati mediante la costanza della velocità areale.
 Un’analoga formula si ottiene per il quadrato della velocità nei moti
 centrali. Infatti, dalla (CP. 58) possiamo calcolare:
 v2 = r2 + r2 ϑ2
 da cui, facendo uso delle (CP. 80) e (CP. 81) si ricava:
 v2 = c2
 d1
 r
 dϑ
 2
 + 1
 r2
 (CP. 84)
 Moti celesti
 Queste formule trovano una loro applicazione nella meccanica dei corpi
 celesti: è noto che per il moto dei pianeti valgono le tre leggi di Keplero:
 — prima legge: Le orbite dei pianeti sono ellissi di cui il sole occupa uno
 dei fuochi;
 — seconda legge: il raggio vettore sole–pianeta descrive aree uguali in
 tempi uguali (legge delle aree);
 — terza legge: il rapporto fra il quadrato del periodo di rivoluzione e il
 cubo del semiasse maggiore dell’orbita è uguale per tutti i pianeti e costituisce
 una costante caratteristica del sistema solare:
 T 2
 a3 = K (CP. 85)
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 La seconda legge ci dice subito che il moto dei pianeti è centrale e quindi
 l’accelerazione è solamente radiale; perciò possiamo utilizzare la formula di
 Binet .
 La prima legge si traduce nell’equazione polare della traiettoria:
 r = p
 1 + e cos ϑ (CP. 86)
 avendo scelto, per convenienza, l’asse delle ascisse diretto come l’asse
 maggiore dell’ellisse. Ricordiamo che l’equazione (CP. 86) è l’equazione di
 una conica e che per l’ellisse si ha:
 0 ≤ e < 1 (CP. 87)
 essendo e = 0 il caso della circonferenza di raggio r = p.
 E’ noto dall’osservazione astronomica che le comete si possono muovereanche lungo traiettorie paraboliche e iperboliche. Questi casi corrispondono
 ad eccentricità e ≥ 1, secondo lo schema riassuntivo seguente:
 e = 0 circonferenza
 0 < e < 1 ellisse
 e = 1 parabola
 e > 1 iperbole
 (CP. 88)
 Dalla (CP. 86) otteniamo:
 1
 r =
 1
 p +
 e
 p cos ϑ
 da cui:
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 d1
 r
 dϑ = −e
 p sen ϑ =⇒ d2 1
 r
 dϑ2 = −e
 p cos ϑ
 risultati che inseriti nella formula di Binet (CP. 83) danno:
 ar = −c2
 p
 1
 r2 (CP. 89)
 Dunque dalle leggi di Keplero, attraverso le formule dei moti centrali, è
 possibile dedurre la legge di proporzionalità fra l’accelerazione e l’inverso del
 quadrato della distanza fra sole e pianeta. Fu questa deduzione che condusse
 Newton alla formulazione delle legge di gravitazione universale.
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 Abbiamo finora schematizzato i corpi, in prima approssimazione, con dei
 punti geometrici: questa schematizzazione si dimostra sufficiente quando le
 dimensioni lineari che caratterizzano un corpo si possono trascurare rispetto
 alle lunghezze che entrano in gioco durante il moto del corpo e quando non è
 rilevante diversificare la descrizione del moto di una parte del corpo rispetto
 ad altre sue parti. In tal modo non si prende in considerazione il fatto che il
 corpo abbia una sua struttura.
 Tuttavia la schematizzazione del corpo come un punto non è sufficiente
 in tutti quei casi in cui l’estensione e la struttura propria del corpo vengono
 prese in considerazione: in questo caso occorre una schematizzazione più
 complessa. In molte situazioni, quando si ha a che fare con dei solidi, per
 i quali risultano trascurabili le deformazioni, una buona schematizzazione
 risulta essere quella del corpo rigido.
 Corpo rigido e condizione di rigidità
 Introduciamo allora una definizione di corpo rigido che traduca in termini
 matematici la nozione intuitiva di corpo rigido che ci viene dall’esperienza:
 Un corpo si dice rigido quando la distanza di due punti qualsiasi del
 corpo si mantiene indefinitamente costante nel tempo
 Si dice, inoltre condizione di rigidità tale condizione di invariabilità della
 distanza fra due punti qualsiasi del corpo.
 Osserviamo che un corpo (o sistema, come spesso anche lo si denomina)
 rigido si può pensare come un insieme discreto di punti (particelle) che
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 soddisfano la condizione di rigidità. Fisicamente lo schema discreto o
 particellare nasce dall’idea di pensare il corpo come costituito di particelle
 (atomi, molecole, ecc.).
 P
 P
 P
 PP
 P
 1
 2
 3
 45
 6
 Figura CR. 1: schema discreto del corpo rigido
 Pensando il corpo rigido come un insieme discreto di punti definito da:
 C = P s ∈ R
 3
 ; s = 1, 2, · · · , n
 la condizione di rigidità si traduce matematicamente nella condizione:
 |P rP s| = costante, r, s = 1, 2, · · · , n (CR.1)
 Se il numero dei punti del sistema rigido è molto elevato e le distanze dei
 punti tra loro più vicini sono molto piccole rispetto alle dimensioni lineari del
 corpo, tanto da poterle trascurare, come accade per i corpi macroscopici, è
 conveniente, invece, adottare lo schema continuo. In questo caso l’insieme
 dei punti che costituiscono il corpo rigido si rappresenta con un sottoinsiemedi R3 avente la potenza del continuo.
 La condizione di rigidità si esprime allora nella forma:
 |P Q| = costante, ∀P, Q ∈ C ⊂ R3 (CR.2)
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 P
 Q
 Figura CR. 2: schema continuo del corpo rigido
 Retta solidale e velocità di scorrimento
 Pensiamo ora di riferire il moto del corpo rigido ad un osservatore dotato
 di un sistema di assi cartesiani ortogonali. Anzitutto dobbiamo specificare
 che cosa intendiamo per descrizione del moto di un corpo o sistema di punti
 e poi utilizzeremo questa definizione per il corpo rigido.
 Il moto di un sistema di punti è conosciuto quando è noto il moto di
 ogni suo punto
 Per cui, ad esempio, descrivere il moto di un sistema discreto significa
 conoscere tutte le funzioni vettoriali del tempo:
 OP s = OP s(t), s = 1, 2, · · · , n (CR.3)
 essendo n il numero di punti del sistema.
 Analogamente, nello schema continuo, conoscere il moto del corpo C significa conoscere il moto di ogni suo punto:
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 O
 x
 y
 z
 P
 Q
 Figura CR. 3: Moto di un sistema rigido riferito ad un osservatore
 OP = OP (t), ∀P ∈ C (CR.4)
 Nel caso del corpo rigido bisogna, in più, prendere in considerazione
 la condizione di rigidità e le sue conseguenze. La utilizziamo nel caso delcontinuo rigido per non avere a che fare con gli indici, ma il caso discreto si
 tratta allo stesso modo: eleviamo al quadrato la (CR.2) e la deriviamo rispetto
 al tempo, ottenendo:
 (QP )2 = QP × QP = costante ⇐⇒ QP × dQP
 dt = 0 (CR.5)
 Dal momento che:
 QP = OP − OQ (CR.6)
 derivando la (CR.6) rispetto al tempo e tenendo conto che O è fisso, si ottiene,
 grazie alla definizione di velocità vettoriale (CP.22):
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 dQP
 dt = vP − vQ (CR.7)
 Sostituendo nella (CR.5) otteniamo:
 QP × vP = QP × vQ (CR.8)
 Escludendo il caso banale in cui P ≡ Q che non ci dà nessunainformazione, dopo aver introdotto il versore u di QP :
 QP = |QP |u (CR.9)
 sostituendo nella (CR.8) e semplificando per il modulo (non nullo) abbiamo
 la condizione sulle velocità che equivale alla condizione di rigidità:
 u× vP = u × vQ (CR.10)
 Questo risultato può essere letto in questo modo:
 • dati due punti distinti qualsiasi di un corpo rigido le componenti delle
 loro velocità lungo la retta che li congiunge sono uguali.
 Questo equivale a garantire che la loro distanza rimane invariata (rigidità).
 Ma P e Q sono due punti qualunque del corpo rigido, per cui, considerando
 tutti i punti della retta che congiunge P e Q si può concludere che la
 componente della loro velocità secondo u è la stessa per tutti. Infatti se si
 considera un altro punto Q della stessa retta passante per P e Q, di versore
 u, e si ripete il procedimento sopra descritto, si può concludere che:
 u× vQ = u × vP = u × vQ
 e questo risultato è equivalente al fatto che le mutue distanze dei punti della
 retta si mantengono invariabili.
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 • Allora risulta del tutto naturale considerare, per ogni coppia di punti
 distinti del corpo rigido, la retta passante per i due punti e luogo geometrico
 dei punti le cui distanze soddisfano la condizione di rigidità, ovvero le cui
 proiezioni delle velocità in direzione della retta sono uguali a quelli dei due
 punti assegnati.
 Una retta di questo genere si dice essere una retta solidale con il corpo
 rigido.
 Possiamo caratterizzare la retta solidale al corpo rigido condotta per ipunti P e Q come:
 R = P ∈ R3 ; OP = OQ + λu , λ ∈ R , |QP | = costante (CR.11)
 ovvero:
 R = P ∈ R3 ; OP = OQ + λu , λ ∈ R ,vP × u = vQ × u (CR.12)
 essendo u il versore di QP .
 Una retta solidale, evidentemente, contiene anche punti che non
 appartengono al corpo rigido fisico, dal momento che si estende all’infinito,
 mentre un corpo fisico occupa sempre una regione limitata dello spazio;
 tuttavia i suoi punti mantengono sempre una distanza invariabile dai punti del
 corpo, per cui, dal punto di vista geometrico e cinematico, una retta solidale
 forma un tutto unico con il corpo rigido. Per cui una retta solidale viene a
 comportarsi come se fosse parte integrante del corpo rigido.
 Si definisce poi la velocità di scorrimento della retta solidale passante per
 un punto P , diretta secondo il versore u, come:
 vscorr = vP × u (CR.13)
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 r
 Q
 P
 VQ
 VP
 Figura CR. 4: retta solidale a un corpo rigido
 Riferimento solidale
 Esistono, evidentemente, infinite rette solidali ad un corpo rigido, data
 l’arbitrarietà delle coppie di punti che si possono scegliere per identificarle:
 possiamo allora pensare di scegliere una terna di rette solidali fra loro
 ortogonali, aventi un punto di intersezione comune Ω , e di orientare le rette in
 modo da realizzare una terna cartesiana ortogonale levogira solidale. Allora si
 comprende come esiste un intero spazio solidale con il corpo rigido costituito
 da punti le cui distanze soddisfano la condizione di rigidità. Descrivere il
 moto del corpo rigido equivale a descrivere il moto di tutti i punti dello spazio
 rigido ad esso solidale, ovvero di una terna di assi solidali con il corpo.
 Per identificarle, distinguendole, denoteremo con Ox1x2x3 ≡ Oxyz la
 terna dell’osservatore del moto e con Ωξ 1ξ 2ξ 3 ≡ Ωξηζ la terna solidale con il
 corpo rigido.
 E’ conveniente anche introdurre due basi di ortonormali di versori degli
 assi. Indichiamo con: ci, i = 1, 2, 3 la base dell’osservatore, relativa agli
 assi x1x2x3 ≡ xyz e con: ei, i = 1, 2, 3 la base solidale relativa agli assi
 ξ 1ξ 2ξ 3 ≡ ξηζ . L’osservatore vede la base solidale in moto, quindi i versori
 solidali risultano variabili nel tempo rispetto all’osservatore del moto.
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 O
 x
 y
 z
 Ω
 ξ η
 ζ
 Figura CR. 5: terna solidale con un corpo rigido
 Risulta chiaro, allora, che per conoscere il moto di tutti i punti di un corpo
 rigido, ovvero dello spazio solidale con il corpo rigido, basta conoscere il
 moto di tre punti non allineati: infatti due punti individuano una retta solidale
 e il terzo punto non allineato permette di individuare un piano solidale;
 ma dato un piano e stabiliti su di esso due assi cartesiani ortogonali resta
 identificato anche il terzo asse della terna, ortogonale ai primi due, e quindi
 un sistema solidale di tre assi.
 Ora, per individuare tre punti occorrono nove variabili (tre coordinate per
 ogni punto); ma queste nove variabili non sono tra loro indipendenti, dal
 momento che le coordiniate dei tre punti devono soddisfare alle tre condizioni
 di rigidità, per le tre coppie di punti che con tre punti si possono identificare.
 Dunque tre delle nove incognite si possono esprimere in funzione delle
 restanti sei variabili, grazie alla condizione di rigidità. Solo sei delle nove
 variabili di partenza sono variabili indipendenti. Dunque il moto di un corpo
 rigido viene ricondotto, grazie alla condizione di rigidità ad un problema a
 sei incognite, o come si dice abitualmente, ad un problema a sei gradi dilibertà (anticipiamo fin da ora che, in generale, chiameremo gradi di libertà le
 variabili indipendenti che individuano istante per istante, in maniera univoca,
 la configurazione di un sistema).
 Si comprende facilmente che di questi sei gradi di libertà tre sono le
 coordinate di un punto qualunque del corpo rigido (parametri di traslazione),

Page 95
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 95/473
 94 A. Strumia, Meccanica razionale
 che viene scelto come origine di un sistema solidale e tre servono ad
 individuare la matrice di rotazione che porta i versori del sistema solidale
 ei sui versori del sistema dell’osservatore ci.
 Allora per individuare i punti di un corpo rigido scriveremo:
 OP = OΩ + ΩP
 e rappresenteremo:
 ΩP = ξ kek (CR.14)
 sulla base solidale, rispetto alla quale le coordinate dei punti sono costanti.
 Quindi possiamo scrivere:
 OP = OΩ + ξ kek (CR.15)
 Adesso introduciamo la matrice di rotazione R∼ che lega i versori della
 base solidale con quelli della base dell’osservatore del moto:
 ek = R∼ ck (CR.16)
 Sostituendo infine nella (CR.15) otteniamo:
 OP = OΩ + ξ kR∼ ck (CR.17)
 E proiettando sugli assi dell’osservatore del moto otteniamo le coordinate
 dei punti del corpo rigido in termini delle coordinate di Ω (parametri di
 traslazione) e degli elementi della matrice di rotazione R∼ (parametri di
 rotazione):
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 xi = xΩi + Rikξ k (CR.18)
 Osserviamo che una matrice di rotazione possiede nove elementi, ma di
 questi solamente tre sono indipendenti: infatti gli elementi di una matrice di
 rotazione sono soggetti alle relazioni:
 RijRkj = δ ik (CR.19)
 che garantiscono che la matrice sia ortogonale. Queste relazioni sono sei
 essendo la condizione (CR.19) simmetrica negli indici ik, dunque rimangono
 tre elementi di matrice indipendenti.
 Noti i sei gradi di libertà in funzione del tempo le (CR.17), o
 equivalentemente le (CR.18) forniscono le equazioni del moto in forma
 vettoriale e, rispettivamente, cartesiana del moto di un corpo rigido. Notiamo
 che se il corpo non fosse rigido le variabili ξ k non sarebbero costanti, e le Rik
 non sarebbero gli elementi di una matrice di rotazione.
 Velocità angolare e formule di Poisson
 La legge di trasformazione (CR.17) equivalente alla (CR.18) rappresenta
 una rototraslazione degli assi solidali rispetto all’osservatore, per cui ci dice
 che il moto di un corpo rigido si presenta come una traslazione combinata con
 una rotazione. Ora vogliamo vedere che legame c’ è fra le velocità dei punti
 di un corpo rigido, in conseguenza della legge di rototraslazione (CR.17).
 Ponendoci nel sistema dell’osservatore e derivando la (CR.17) rispetto al
 tempo abbiamo:
 dP
 dt =
 dΩ
 dt + ξ k
 dek
 dt (CR.20)
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 dove abbiamo tenuto conto del fatto che le ξ k sono costanti.
 Introducendo le velocità di P e di Ω :
 vP = dP
 dt , vΩ =
 dΩ
 dt (CR.21)
 otteniamo un legame fra le due velocità:
 vP = vΩ + ξ kdek
 dt (CR.22)
 Per ognuno dei versori degli assi solidali, in conseguenza delle condizioni
 di normalizzazione:
 e1 × e1 = 1, e2 × e2 = 1, e3 × e3 = 1
 segue, derivando rispetto al tempo:
 e1 × de1
 dt = 0, e2 ×
 de2
 dt = 0, e3 ×
 de3
 dt = 0
 Ma allora, per le proprietà note dal calcolo vettoriale, devono esistere tre
 vettoriω(i), i = 1, 2, 3 tali che:
 de1
 dt = ω(1) ∧ e1
 de2
 dt = ω(2) ∧ e2
 de3
 dt = ω(3) ∧ e3
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 In forma più sintetica riscriviamo:
 dei
 dt = ω(i) ∧ ei (CR.23)
 relazione nella quale non c’ è somma sull’ indice, come è indicato dal fatto che
 l’indice di ω(i) è stato messo fra parentesi. Si noti che l’ i-esima componente
 di ciascun vettore ω(i) rimane indeterminata.
 Se poco fa abbiamo utilizzato le relazioni di normalizzazione per i versori
 della base solidale, ora sfruttiamo le condizioni di ortogonalità:
 ei × e j = 0, i = j
 Derivandole rispetto al tempo ricaviamo:
 dei
 dt ×e j +
 ei ×
 de j
 dt = 0
 Eliminando le derivate tramite la (CR.23) arriviamo alla:
 ω(i) ∧ ei × e j + ei × ω( j) ∧ e j = 0
 Scambiando l’ordine del prodotto scalare e del prodotto vettoriale e
 raccogliendo abbiamo:
 ω(i) − ω( j)
 × ei ∧ e j = 0 (CR.24)
 Ricordiamo dal calcolo vettoriale [cfr. (AL.6)] che:
 ei ∧ e j = εijkek (CR.25)
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 Perciò segue, sostituendo nella (CR.24):
 εijkω(i) −ω( j)
 × ek = 0 (CR.26)
 Scrivendola per esteso riusciamo ad interpretare meglio la (CR.26):
 ω(1) −ω(2)
 × e3 = 0
 ω(2) −ω(3)
 × e1 = 0
 ω(3) −ω(1)
 × e2 = 0
 (CR.27)
 Relazioni che significano che sono nulle le componenti dei vettori entro
 parentesi quadra di indice corrispondente a quello del versore fuori parentesi.
 E cioè:
 ω(1)3 = ω(2)
 3
 ω(2)1 = ω(3)
 1
 ω(3)2 = ω(1)
 2
 (CR.28)
 Come si vede, per ognuno dei vettori ω(i) resta non soggetta a condizioni
 solo una componente: quella che porta lo stesso indice che identifica il vettore,
 cioè ω(i)i.
 Ora nulla vieta di giocare sull’arbitrarietà di questa componente e
 sceglierla in modo da completare il quadro delle relazioni (CR.28) nel modo
 seguente:
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 ω(1)3 = ω(2)
 3 = ω(3)3
 ω(2)1 = ω(3)
 1 = ω(1)1
 ω(3)2 = ω(1)
 2 = ω(2)2
 (CR.29)
 Ma queste relazioni equivalgono a dire che esiste un vettore unico tale
 che:
 ω = ω(1) = ω(2) = ω (3) (CR.30)
 Questo vettore è un vettore caratteristico del moto del corpo rigido nel suo
 insieme e non dipende dal punto del corpo. Esso prende il nome di vettore
 velocità angolare.
 Ora sostituendo l’informazione (CR.30) nelle relazioni (CR.23) che
 esprimono le derivate dei versori otteniamo le relazioni fondamentali per il
 moto del corpo rigido:
 dei
 dt = ω ∧ ei (CR.31)
 che prendono il nome di formule di Poisson.
 Da queste relazioni possiamo ottenere un’espressione esplicita per il
 vettore velocità angolare prendendo il prodotto vettoriale con ei di entrambii membri delle (CR.31) e ricordando che gli indici ripetuti si intendono
 sommati da 1 a 3. Abbiamo:
 ei ∧ dei
 dt = ei ∧ (ω ∧ ei) = (ei × ei)ω − (ω × ei)ei = 3ω − ωiei = 2ω
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 E quindi:
 ω = 1
 2ei ∧
 dei
 dt (CR.32)
 essendo sottintesa la somma su i.
 Questa relazione caratterizza la velocità angolare ω in termini dei versori
 della base solidale. E’ legittimo domandarsi se, cambiando la scelta della basesolidale, l’espressione che fornisce la velocità angolare rimanga la stessa. La
 risposta è senz’altro affermativa dal momento che non abbiamo fatto alcuna
 ipotesi sulla scelta della base solidale, tuttavia possiamo fare una verifica
 diretta. Pensiamo di scegliere una base solidale differente, che denotiamo
 con e
 i. Ora i vecchi versori di base ei si possono esprimere sulla nuova
 base, mediante una relazione del tipo:
 ei = αike
 k
 dove le αik rappresentano le componenti dei vecchi versori rispetto alla nuova
 base. Questa scrittura ci dice semplicemente una cosa ovvia, e cioè che i
 vecchi versori si possono esprimere come combinazione lineare dei nuovi.
 Dovendo sussistere le condizioni di ortonormalizzazione di entrambe le
 basi, avremo che:
 ei × ek = δ ik, e
 i × e
 k = δ ik
 Di conseguenza risulterà:
 δ ij = ei × e j = αike
 k × α jle
 l = αikα jle
 k × e
 l = αikα jk
 e cioè:
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 αikα jk = δ ij (CR.33)
 relazione che ci dice che i coefficienti αik rappresentano gli elementi di una
 matrice di rotazione. Ora, andando a calcolare esplicitamente ω abbiamo:
 ω = 1
 2ei ∧
 dei
 dt =
 1
 2 αije
 j ∧ d
 dt(αike
 k)
 Ma i coefficienti αik sono indipendenti dal tempo, in quanto legano fra
 loro due basi solidali con il corpo rigido, e quindi anche solidali fra loro, per
 cui l’una vede l’altra costante nel tempo. Allora possiamo scrivere:
 ω = 1
 2 αijαike
 j ∧ de
 k
 dt
 E grazie alla (CR.33) segue subito:
 ω = 12e
 i ∧ de
 i
 dt
 Dunque anche rispetto alla nuova base solidale il vettore velocità angolare
 viene identificato dalla stessa espressione. Notiamo ancora che il vettore
 velocità angolare risulta del tutto indipendente dall’origine Ω degli assi
 solidali, che non figura nella (CR.32). La velocità angolare appare legata,
 perciò solamente ai termini di rotazione e non a quelli di traslazione del corpo
 rigido.
 Legge di distribuzione delle velocità
 A questo punto siamo in grado di riprendere la relazione (CR.22)
 sostituendo in essa le formule di Poisson e ottenendo la relazione che lega
 le velocità di due punti del corpo rigido:
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 vP = vΩ + ω ∧ ΩP (CR.34)
 Questa relazione fondamentale nella cinematica rigida è nota come legge
 di distribuzione delle velocità. Essa lega le velocità di due punti qualsiasi
 del corpo rigido. Il fatto che Ω possa coincidere con l’origine di un sistema
 solidale non entra in gioco e non ha nessuna influenza perchè ogni punto delcorpo rigido può essere pensato origine di un sistema solidale. In ogni caso
 è immediato ottenere esplicitamente il legame fra le velocità di due punti del
 corpo rigido A e B differenti da Ω . Abbiamo dalla legge di distribuzione:
 vA = vΩ + ω ∧ ΩA
 Inoltre anche:
 vB = vΩ + ω ∧ ΩB
 Sottraendo membro a membro queste due relazioni segue:
 vA − vB = ω ∧ ΩA − ω ∧ ΩB
 Ovvero:
 vA = vB + ω ∧ BA
 E cioè proprio la stessa legge di distribuzione per i due punti A e B .
 Ci accorgiamo poi subito di due cose:
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 — la prima consiste nel fatto che i vettori velocità dei punti di un corpo
 rigido costituiscono un esempio (il primo che incontriamo) di vettori applicati
 in quanto dipendono dal punto considerato e cambiano al cambiare del punto;
 — la seconda sta in una evidente analogia fra la legge di distribuzione
 delle velocità dei punti di un corpo rigido e la legge di distribuzione dei
 momenti (VA.8) che abbiamo visto nella teoria dei vettori applicati. Anche se
 il significato delle grandezze è diverso perchè le velocità non nascono come
 dei momenti risultanti, tuttavia, dal punto di vista formale le relazioni sono
 identiche: le velocità prendono il posto dei momenti e la velocità angolare
 prende il posto del risultante. In seguito questa analogia ci permetterà di trarre
 importanti conseguenze.
 Derivata di un vettore solidale
 Come conseguenza della legge di distribuzione delle velocità è facile
 ottenere la formula per la derivata di un vettore solidale con un corpo rigido,
 cioè di un vettore che congiunge due punti dello spazio solidale con il corpo.
 Siano A e B due punti dello spazio solidale con il corpo rigido, cosicchè:
 W = AB
 risulta essere un vettore solidale al corpo. Allora si ha; derivando rispetto al
 tempo:
 dW
 dt =
 dAB
 dt =
 d
 dt(OB − OA) =
 dB
 dt −
 dA
 dt = vB − vA
 Applicando la legge di distribuzione delle velocità fra i punti A e B
 abbiamo allora:
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 dW
 dt = ω ∧W (CR.35)
 Moto rigido
 Abbiamo definito il corpo rigido e abbiamo determinato la legge didistribuzione delle velocità in un corpo rigido. Ora introduciamo anche la
 definizione di moto rigido e la commentiamo:
 Il moto di un sistema di punti si dice rigido quando mantiene costanti
 le distanze mutue di tutti i punti del sistema
 In altri termini un moto si chiama rigido quando soddisfa sempre la
 condizione di rigidità. E’ evidente che un corpo rigido può muoversi
 solamente di moto rigido, tuttavia un corpo deformabile, cioè non rigido, puòcompiere, fra tutti i moti che gli sono possibili, anche quella particolare classe
 di moti che sono i moti rigidi. Pensiamo, intuitivamente ad una palla di stucco
 che venga spostata senza essere deformata durante il moto: tutte le distanze
 fra le particelle che la costituiscono rimangono inalterate durante il moto.
 Per i moti rigidi valgono, di conseguenza tutti i risultati che abbiamo
 dedotto per il moto del corpo rigido. Per questo in seguito parleremo, più
 in generale di moti rigidi anzichè di moti di un corpo rigido.
 Classificazione dei moti rigidi
 Procediamo ora ad una classificazione dei moti rigidi specializzando per
 ogni caso i risultati generali esposti finora.
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 a. moto traslatorio
 Un moto rigido si dice traslatorio quando, durante il moto, ogni retta
 solidale al corpo si mantiene parallela a se stessa
 In particolare, se il moto è traslatorio, si manterranno paralleli a se
 stessi gli assi di ogni sistema solidale: è conveniente, allora, scegliere la
 terna solidale in modo che i suoi assi siano paralleli a quelli della ternadell’osservatore, perchè durante il moto si manterranno sempre paralleli.
 Ciò significa che nelle relazioni (CR.17) e (CR.18) la matrice di rotazione
 risulta essere l’identità:
 R∼ = I ∼ ⇐⇒ Rik = δ ik (CR.36)
 in modo che la trasformazione delle coordinate dal sistema solidale a quello
 dell’osservatore sia una traslazione degli assi:
 xi = xΩi + ξ i (CR.37)
 In queste relazioni le ξ i sono costanti, per la condizione di rigidità:
 rimangono perciò, come variabili, le tre funzioni del tempo:
 xΩi = xΩi(t)
 che rappresentano i tre gradi di libertà che caratterizzano il moto traslatorio.
 In notazione vettoriale lo stesso risultato si può rappresentare tenendo
 conto che la (CR.36) comporta:
 ei = ci (CR.38)
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 Dunque i versori della base solidale non ruotano rispetto a quelli della
 base dell’osservatore; quindi la (CR.17) diventa:
 OP = OΩ + ξ kck (CR.39)
 relazione che traduce in forma simbolica l’equazione indiciale (CR.37).
 Queste sono le equazioni che forniscono le coordinate, ovvero i vettoriposizione, che caratterizzano il moto traslatorio. Vediamo adesso quali
 informazioni ne conseguono per le velocità.
 Se deriviamo rispetto al tempo la (CR.39), tenendo conto che il secondo
 addendo a secondo membro è costante, otteniamo:
 vP = vΩ (CR.40)
 Questa relazione ci dice che, se il moto è traslatorio, tutti i punti del corpo
 rigido hanno la stessa velocità, che coincide quindi con la velocità dell’origine
 del sistema solidale. Nel caso del moto traslatorio questa velocità, comune a
 tutti i punti del corpo, viene detta velocità del corpo: questo è l’unico caso in
 cui si può parlare di velocità di un corpo rigido. In tutti gli altri casi, come
 vedremo, i punti del corpo hanno velocità differenti fra loro e non avrebbe
 quindi alcun senso parlare di velocità del corpo.
 Dalla (CR.38), derivando rispetto al tempo, segue poi:
 dei
 dt = 0, i = 1, 2, 3 (CR.41)
 e quindi grazie alle formule di Poisson (CR.31) otteniamo:
 ω ∧ ei = 0, i = 1, 2, 3 (CR.42)
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 Ma ω non può essere contemporaneamente parallelo a tre vettori
 linearmente indipendenti dello spazio, per cui necessariamente segue che,
 quando il moto è traslatorio, la velocità angolare è nulla:
 ω = 0 (CR.43)
 L’annullarsi di ω costituisce una condizione necessaria e sufficiente
 perchè il moto sia traslatorio, infatti abbiamo visto che la condizione è
 necessaria, ma è vero anche il viceversa: se ω è nullo, grazie alle formule di
 Poisson segue subito che i tre versori solidali sono invariabili e quindi il moto
 è traslatorio. D’altra parte la (CR.43) inserita nella legge di distribuzione
 delle velocità (CR.34) dà subito la (CR.40). Notiamo, infine, che il risultato
 (CR.43) si ottiene anche confrontando la (CR.40) con la legge di distribuzione
 (CR.34) e tenendo conto dell’arbitrarietà del punto P .
 O
 x
 y
 z
 Ω
 ξ
 η
 ζ
 Figura CR. 6: moto traslatorio
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 b. moto rototraslatorio
 Un moto rigido si dice rototraslatorio quando esiste almeno una retta
 solidale al corpo che, durante il moto, si mantiene parallela a se stessa
 Nel caso del moto rototraslatorio si richiede che esista almeno una retta
 che si mantiene parallela a se stessa durante il moto. Evidentemente il moto
 traslatorio costituisce un caso particolare di moto rototraslatorio, in quantotutte (e sono infinite) le rette solidali si muovono parallelamente a se stesse.
 In questo caso conviene scegliere la terna solidale con uno degli assi, per
 esempio ξ 3 ≡ ζ coincidente con questa retta, in modo che risulti:
 e3 = costante ⇐⇒ de3
 dt = 0 (CR.44)
 Dalle formule di Poisson (CR.31) segue allora:
 ω ∧ e3 = 0 (CR.45)
 ovvero ω parallelo a e3 oppure nullo, cioè:
 ω = ω e3 (CR.46)
 dove:
 ω = ω × e3 = ± |ω| (CR.47)
 dove il segno positivo o negativo dipende dal senso di rotazione. Osserviamo
 che questo risultato ci dice che la velocità angolare risulta essere parallela alla
 retta che si muove parallelamente a se stessa. E’ conveniente, poi, scegliere
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 gli assi del sistema dell’osservatore in modo che l’asse x3 ≡ z sia parallelo
 all’asse solidale ξ 3 ≡ ζ e quindi si abbia:
 e3 = c3 (CR.48)
 Allora, grazie alle relazioni di ortonormalizzazione dei versori, risulta
 anche:
 e1 × c3 = 0, e2 × c3 = 0 (CR.49)
 Di conseguenza la rotazione del corpo avviene attorno alla retta solidale
 parallela ad e3 = c3 . E’ facile, a questo punto ricavare gli elementi della
 matrice di rotazione R∼ da introdurre nelle (CR.17). Denotiamo con ϑ l’angolo
 fra i versori e1 e c1: allora abbiamo, per gli elementi di matrice definiti da:
 Rik = ci × R∼ ck = ci × ek
 R11 = c1 × e1 = cosϑ, R12 = c1 × e2 = −senϑ, R13 = 0R21 = c2 × e1 = senϑ, R22 = c2 × e2 = cosϑ, R23 = 0R31 = 0, R32 = 0, R33 = 1
 (CR.50)
 Dunque la matrice di rotazione si scrive:
 R∼ ≡
 cosϑ −senϑ 0senϑ cosϑ 0
 0 0 1
 (CR.51)
 A questo punto le relazioni (CR.18) si scrivono:
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 x1 = xΩ + ξ 1cosϑ − ξ 2senϑ
 x2 = xΩ + ξ 1senϑ + ξ 2cosϑ
 x3 = xΩ + ξ 3
 (CR.52)
 Queste sono le coordinate dei punti del corpo rigido quando il moto e
 rototraslatorio: le variabili funzioni del tempo sono in questo caso quattro:
 xΩi = xΩi(t), i = 1, 2, 3; ϑ = ϑ(t)
 Dunque il moto rototraslatorio è caratterizzato da quattro gradi di libertà.
 Per quanto riguarda la velocità angolare, possiamo dedurla mediante la
 (CR.32), partendo dai versori della base solidale le cui componenti sono date
 dalle colonne della matrice R∼ e valgono:
 e1 ≡ (cosϑ, senϑ, 0), e2 ≡ (−senϑ, cosϑ, 0), e3 ≡ (0, 0, 1)
 Da queste si ricava facilmente:
 de1
 dt = ϑe2,
 de2
 dt = −ϑe1,
 de3
 dt = 0
 Quindi tenendo conto della (CR.48) si arriva alla velocità angolare:
 ω = ϑ c3 (CR.53)
 Questo risultato inserito nella legge di distribuzione delle velocità (CR.34)
 ci dà la distribuzione delle velocità per il moto rototraslatorio:
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 vP = vΩ + ϑ c3 ∧ ΩP (CR.54)
 E’ immediato verificare che se si considerano due punti dell’asse ξ 3 ≡ ζ ,
 retta che trasla parallelamente a se stessa e a c3, si ha semplicemente:
 vP = vΩ
 in quanto il prodotto vettoriale di due vettori paralleli si annulla.
 O
 x
 y
 z
 Ω
 ξ
 η
 ζ
 ϑ
 ω
 Figura CR. 7: moto rototraslatorio
 c. moto elicoidale
 Un moto rigido si dice elicoidale quando esiste una retta, solidale conil corpo, i cui punti hanno velocità parallela alla retta stessa
 Si comprende subito che, data la condizione di rigidità la velocità di tutti i
 punti della retta che scorre su se stessa deve essere identica, in quanto coincide
 con la velocità di scorrimento della retta. Dunque la retta in questione trasla
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 su se stessa: per cui il moto elicoidale risulta essere un caso particolare di
 moto rototraslatorio.
 In questo caso, facendo coincidere questa retta con l’asse ξ 3 ≡ ζ la
 traslazione della retta avviene parallelamente al versore e3. Conviene, poi,
 scegliere l’asse x3 ≡ z della terna dell’osservatore sovrapposto con ξ 3 ≡ ζ in
 maniera che l’origine Ω del riferimento solidale venga a scorrere lungo l’asse
 x3 ≡ z . In questo modo risulta:
 xΩ = 0, xΩ = 0
 Perciò le equazioni del moto rototraslatorio (CR.52) vengono a
 specializzarsi, per il moto elicoidale, nelle seguenti:
 x1 = ξ 1cosϑ − ξ 2senϑ
 x2 = ξ 1senϑ + ξ 2cosϑ
 x3 = xΩ + ξ 3
 (CR.55)
 Da queste relazioni si riconosce che il moto elicoidale ha due gradi di
 libertà rappresentati dalle funzioni del tempo:
 xΩ = xΩ(t), ϑ = ϑ(t)
 La velocità angolare mantiene sempre l’espressione (CR.53) che ha nel
 caso generale del moto rototraslatorio e la distribuzione delle velocità sispecializza nella forma:
 vP = τ c3 + ϑ c3 ∧ ΩP (CR.56)
 dove:
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 τ = vΩ × c3 = ± |vΩ | (CR.57)
 Allora se consideriamo un punto P della retta che scorre su se stessa
 abbiamo subito che la sua velocità è data da:
 vP = τ c3
 O
 x
 y
 z
 Ω
 ξ
 η
 ζ
 ϑ
 ω
 ==
 Figura CR. 8: moto elicoidale
 d. moto rotatorio
 Un moto rigido si dice rotatorio quando esiste una retta solidale con il
 corpo i cui punti hanno velocità nulla
 Il moto rotatorio viene a costituire, per come è stato definito, un caso
 particolare di moto elicoidale: in questo caso la retta scorrevole su se stessa
 ξ 3 ≡ ζ è addirittura fissa, per cui risulta:
 xΩ = costante
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 e possiamo prendere le origini delle due terne cartesiane (quella dell’
 osservatore e quella solidale) coincidenti, in modo che risulti:
 xΩ = 0
 Ciò comporta nelle equazioni (CR.55) l’ulteriore specializzazione:
 x1 = ξ 1cosϑ − ξ 2senϑ
 x2 = ξ 1senϑ + ξ 2cosϑ
 x3 = ξ 3
 (CR.58)
 Queste relazioni ci dicono che il moto rotatorio possiede un solo grado di
 libertà, costituito dall’angolo di rotazione del corpo attorno alla retta fissa:
 ϑ = ϑ(t)
 Per quanto riguarda la velocità angolare essa mantiene immutata
 l’espressione data dalla (CR.53), mentre l’espressione della velocità (CR.56)
 risulta ulteriormente specializzata per il fatto che per il moto rotatorio risulta:
 τ = 0 (CR.59)
 dal momento che la retta scorrevole è in questo caso fissa. Dunque si ha:
 vP = ϑ c3 ∧ ΩP (CR.60)
 Se indichiamo con Q la proiezione del punto P sulla retta fissa del moto,
 alla quale si dà il nome di asse di rotazione, si può scrivere:
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 O
 x
 y
 z
 ξ
 η
 ζ
 ϑ
 ω
 Figura CR. 9: moto rotatorio
 ΩP = ΩQ + QP
 e dal momento che ΩQ è parallelo all’asse di rotazione e quindi a ω segue
 anche:
 vP = ω ∧ QP (CR.61)
 Ma i vettori fattori di questo prodotto vettoriale sono fra loro ortogonali
 per definizione, quindi, i moduli sono legati dalla relazione:
 |vP | = |ω| |QP |
 Denotando poi:
 |QP | = r
 si ottiene l’usuale relazione:
 vP = ωr (CR.62)
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 Notiamo, ancora, che grazie alla relazione (CR.61) quando il moto è
 rotatorio il vettore velocità appartiene sempre al piano normale al vettore
 velocità angolare ed è tangente alla circonferenza di raggio r e centro Q
 giacente su questo piano, che rappresenta la traiettoria del punto P .
 P
 Qr
 vP
 Ω
 ω
 Figura CR. 10: velocità di un punto di un corpo rigido in moto rotatorio
 e. moto di precessione
 Un moto rigido si dice moto di precessione se esiste un punto dello
 spazio solidale che si mantiene fisso durante il moto e inoltre esiste una
 retta solidale con il corpo che ruota attorno ad una retta fissa rispetto
 all’osservatore, formando con essa un angolo costante
 La retta fissa rispetto all’osservatore prende il nome di asse di precessione
 e la retta solidale con il corpo che forma un angolo costante con essa si diceasse di figura.
 E’ utile, in questo caso, scegliere le origini Ω della terna solidale e O
 della terna dell’osservatore, coincidenti tra loro e nel punto fisso del moto.
 Identifichiamo, inoltre l’asse solidale ξ 3 ≡ ζ con l’asse di figura e l’asse
 x3 ≡ z con l’asse di precessione.
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 Allora, dalla definizione di moto di precessione, dovendo essere costante
 l’angolo fra gli assi x3 ≡ z e ξ 3 ≡ ζ , ovvero fra i loro versori c3 e e3 deve
 risultare:
 cosϑ = c3 × e3 = costante (CR.63)
 Ovvero, derivando rispetto al tempo e tenendo conto del fatto che c3 è
 costante rispetto all’osservatore:
 c3 × de3
 dt = 0
 Servendoci delle formule di Poisson (CR.31) segue allora:
 c3 ×ω ∧ e3 = 0 (CR.64)
 condizione che comporta che i tre vettori sono fra loro complanari, oeventualmente ω può essere nullo. Ma allora, se ω appartiene al piano di
 c3 ed e3, si può esprimere come combinazione lineare di questi ultimi, cioè si
 può scrivere:
 ω = ω pc3 + ωf e3 (CR.65)
 dove gli scalari ω p e ωf rappresentano le componenti della velocità angolare
 lungo i due versori.
 • Questo risultato si può commentare nel modo seguente: in un moto
 di precessione la velocità angolare è costituita da due componenti, di cui
 una lungo l’asse di precessione e l’altra lungo l’asse di figura. La prima
 componente, che abbiamo denotato con ω p prende il nome di velocità
 angolare di precessione e la seconda, denotata con ωf si dice velocità
 angolare di rotazione propria.
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 Viceversa se sussiste la (CR.65) si risale alla (CR.63) e si conclude che il
 moto è di precessione.
 Un moto di precessione, poi, si dice regolare se ω p e ωf sono costanti.
 O
 x
 y
 z
 ξ η
 ζ
 ω ϑ
 ωωp
 f
 Figura CR. 11: moto di precessione
 Accelerazione in un moto rigido
 Derivando rispetto al tempo la legge di distribuzione delle velocità
 (CR.34) possiamo ottenere una legge di distribuzione delle accelerazioni in
 un moto rigido.
 aP = dvP
 dt =
 dvΩ
 dt +
 dω
 dt ∧ ΩP + ω ∧
 dΩP
 dt
 Denotiamo per brevità:
 ω = dω
 dt
 Ora tenendo conto che ΩP è un vettore solidale, utilizzando la relazione
 di derivazione di un vettore solidale (CR.35) abbiamo:
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 dΩP
 dt = ω ∧ ΩP
 Sostituendo nell’espressione per il calcolo dell’accelerazione sopra
 ricavata abbiamo la legge di distribuzione delle le accelerazioni:
 aP = aΩ + ω ∧ ΩP + ω ∧ (ω ∧ ΩP ) (CR.66)
 Supposto ω = 0 possiamo decomporre ΩP in una componente parallela
 ad ω e in una normale ad ω:
 ΩP = ΩQ + QP
 dove con Q abbiamo indicato la proiezione di P sulla retta parallela ad ω e
 passante per Ω . In questo modo possiamo scrivere:
 ω ∧ ΩP = ω ∧ QP
 dal momento che:
 ω ∧ ΩQ = 0
 essendo due vettori paralleli.
 Allora tenendo conto della regola del doppio prodotto vettoriale, la
 (CR.66) si può sviluppare come:
 ω ∧ (ω ∧ ΩP ) = ω ∧ (ω ∧ QP ) = (ω × QP )ω − ω2QP
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 Essendo:
 ω × QP = 0
 per come QP è stato definito segue:
 ω ∧ (ω ∧ ΩP ) = −ω2QP
 Si ha allora la formulazione equivalente alla (CR.66) della legge di
 distribuzione delle accelerazioni:
 aP = aΩ + ω ∧ ΩP − ω2QP (CR.67)
 Qualche commento. Osserviamo che nel caso che il moto sia rotatorio
 uniforme, e cioè:
 ω = 0
 rimane solamente l’ ultimo termine che viene detto accelerazione centripeta.
 Nel caso, poi, che sia nullo anche il vettore ω, caso che inizialmente era
 stato escluso per poter realizzare la decomposizione del vettore ΩP in una
 componente parallela ad ω e in una normale, notiamo che la (CR.67) ci dà lo
 stesso risultato della (CR.66), cioè:
 aP = aΩ
 che è il caso del moto traslatorio. Concludiamo quindi che le due formule
 sono completamente equivalenti. E osserviamo anche che se il moto è
 traslatorio i punti del corpo possiedono la stessa accelerazione, che risulta
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 di conseguenza uguale a quella dell’origine del sistema solidale, e quindi, si
 può parlare di accelerazione del corpo.
 Legge di distribuzione degli spostamenti
 Rimane ancora da stabilire la legge di distribuzione degli spostamenti
 compatibili con la condizione di rigidità: questa è una conseguenza direttadella legge di distribuzione delle velocità. Infatti la legge di distribuzione
 delle velocità (CR.34) si può scrivere in una forma in cui compaiono delle
 derivate rispetto al tempo, nel modo seguente:
 dP
 dt =
 dΩ
 dt + ω ∧ ΩP (CR.68)
 La scrittura (CR.68) si può rappresentare in maniera equivalente in termini
 di differenziali, e cioè:
 dP = dΩ + ω dt ∧ ΩP (CR.69)
 che conduce immediatamente alla legge di distribuzione degli spostamenti:
 dP = dΩ + dψ ∧ ΩP (CR.70)
 nella quale si è introdotto il vettore:
 dψ = ω dt (CR.71)
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 Questo è un vettore diretto come la velocità angolare e il cui modulo
 rappresenta l’angolo di cui il corpo ruota rigidamente nell’intervallo di tempo
 elementare dt. Introdotto il versore della velocità angolare:
 u = ω
 |ω| (CR.72)
 possiamo rappresentare dψ in una forma in cui compare direttamente
 l’angolo:
 dψ = udϑ (CR.73)
 dove:
 dϑ = u × dψ = ± |dψ| (CR.74)
 è l’angolo infinitesimo di cui il corpo è ruotato nel tempo dt.
 Angoli di Eulero
 Nello studio del moto di un corpo rigido è utile, come vedremo in seguito,
 poter riferire il moto ad un osservatore la cui origine si trova in un punto dello
 spazio solidale con il corpo rigido. Si parla, in questo caso di moto di un
 corpo rigido con un punto fisso.
 Possiamo scegliere, oltre al sistema di assi dell’osservatore anche una
 terna di assi solidali con il corpo rigido, anch’essa con origine nel punto fisso,
 per cui risulta Ω ≡ O . Il moto di un corpo rigido con un punto fisso, essendo
 fissate le coordinate di Ω , cioè i tre gradi di libertà di traslazione, viene
 ad avere solamente i tre gradi di libertà di rotazione, che sono esprimibili
 mediante tre angoli.
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 Solitamente, fra le possibili terne di angoli che si possono scegliere, si
 utilizzano gli angoli di Eulero che sono definiti nel modo seguente:
 — l’angolo ϑ compreso fra l’asse solidale ξ 3 e l’asse dell’osservatore x3,
 detto angolo di nutazione;
 — l’angolo ϕ compreso fra l’asse solidale ξ 1 e la retta di intersezione
 del piano ξ 1ξ 2 con il piano x1x2, retta che prende il nome di linea dei nodi.
 L’angolo ϕ viene detto angolo di rotazione propria;
 — l’angolo ψ compreso fra la linea dei nodi e l’asse x1, detto angolo di
 precessione.
 La nomenclatura di questi angoli è legata, per ragioni storiche,
 all’astronomia, ai moti dei corpi celesti riferiti ad un osservatore la cui origine
 è posta nel centro del corpo.
 Notiamo subito, per inciso, che qualora l’angolo di nutazione ϑ sia
 costante, il moto risulta essere un moto di precessione in cui la velocità
 angolare di rotazione propria è ϕ e la velocità angolare di precessione è ψ.
 Risulta anche chiaro, allora, che un moto di precessione possiede due soligradi di libertà, rappresentati dagli angoli ϕ e ψ.
 In generale, invece, la velocità angolare del corpo rispetto all’osservatore,
 è caratterizzabile rispetto agli angoli di Eulero assegnati in funzione del tempo
 e alle loro derivate temporali, nella forma:
 ω = ϑn+ ψ c3 + ϕe3 (CR.75)
 dove il versore n è il versore della linea dei nodi.
 I versori:
 n, c3, e3
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 x
 x
 x
 linea dei nodi
 O
 ξξ
 ξ
 ψ ϕ
 ϑ3
 3
 2
 2
 1
 1
 Figura CR. 12: angoli di Eulero
 costituiscono una base non ortogonale dello spazio sulla quale è rappresentata
 la velocità angolare.
 • Va sottolineato che occorre distinguere fra l’osservatore che vede il
 moto del corpo e il sistema di assi cartesiani sul quale si proiettano i vettori,
 quando si studia un determinato problema. Nel caso del moto di un corpo
 rigido è chiaro che il moto può essere osservato solamente da un osservatorenon solidale con il corpo rigido; diversamente il corpo apparirebbe sempre
 immobile. Mentre le grandezze e le equazioni vettoriali in gioco non devono
 obbligatoriamente essere proiettate sugli assi della terna dell’osservatore
 x1x2x3, ma possono essere proiettate su qualsiasi terna di assi, anche mobili
 rispetto all’osservatore, compresi gli assi solidali con il corpo rigido. Anzi in
 molti casi vedremo che è questa la scelta più conveniente.
 Ad esempio, il vettore ω che è il vettore velocità angolare, può essere
 proiettato sulla terna di assi solidali al corpo rigido ξ 1ξ 2ξ 3, che sono variabili
 rispetto all’osservatore. Per ragioni che appariranno chiare trattando ladinamica del corpo rigido è utile esprimere le componenti di ω rispetto alla
 terna solidale con il corpo rigido. Solitamente si usano le seguenti notazioni
 per la rappresentazione della velocità angolare sulla base solidale ei:
 ω = p e1 + q e2 + r e3 (CR.76)
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 Le tre componenti p, q,r si possono esprimere come funzioni degli angoli
 di Eulero e delle loro derivate prime rispetto al tempo: per fare questo occorre
 confrontare la (CR.76) con la (CR.75) esprimendo i versori c3 ed n sulla base
 solidale e1, e2,e3.
 A questo scopo è conveniente considerare due basi ortonormali levogire
 ausiliarie; la prima definita come:
 B 1 = n, c3 ∧ n, c3
 e la seconda data da:
 B 2 = n, e3 ∧ n, e3
 E’ possibile passare dalla base B 1 alla base B 2 facendo compiere ai vettori
 una rotazione R∼ 1di un angolo ϑ attorno alla linea dei nodi. E’ inoltre
 possibile passare dalla base B 2 alla base solidale al corpo rigido compiendo
 una rotazione R∼ 2 di un angolo ϕ attorno all’asse ξ 3.
 Allora il legame fra e3 e c3 si ha facendo compiere ad e3 prima la
 rotazione R∼T
 1di un angolo −ϑ e poi la rotazione R∼
 T
 2di un angolo −ϕ. Allo
 stesso modo si passa da e1 ad n. Si ha cioè:
 c3 = R∼T
 2 R∼
 T
 1e3, n = R∼
 T
 2 R∼
 T
 1e1
 Le matrici di rotazione sono date da:
 R∼ 1≡
 1 0 00 cosϑ −senϑ
 0 senϑ cosϑ
 Dopo aver eseguito la prima rotazione la seconda matrice va rappresentata
 sui nuovi assi, di cui l’asse delle ascisse è la linea dei nodi e si ha:

Page 127
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 127/473
 126 A. Strumia, Meccanica razionale
 R∼ 2≡
 cosϕ −senϕ 0senϕ cosϕ 0
 0 0 1
 Eseguendo i calcoli otteniamo:
 R∼T
 2 R∼
 T
 1≡ cosϕ cosϑ sen ϕ senϑ sen ϕ−senϕ cosϑ cos ϕ senϑ cos ϕ
 0 −senϑ cosϑ
 da cui la rappresentazione sulla base solidale di versori:
 c3 = senϑ sen ϕe1 + senϑ cos ϕ e2 + cosϑ e3
 n = cosϕe1 − senϕe2
 Sostituendo queste informazioni nella (CR.75) abbiamo infine le
 espressioni delle componenti della velocità angolare rispetto agli assi solidali,
 in termini degli angoli di Eulero e delle loro derivate:
 p = ψ senϑ sen ϕ + ϑ cosϕ
 q = ψ senϑ cosϕ − ϑ senϕ
 r = ψ cosϑ + ϕ
 (CR.77)
 Punti di vista lagrangiano ed euleriano
 Quando si descrive il moto di un sistema, anche non rigido, si possono
 dare due approcci al problema.
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 — L’uno è detto punto di vista lagrangiano e consiste nel seguire, istante
 per istante, una particella del sistema individuandone accelerazione, velocità
 e posizione (quindi traiettoria e legge oraria del moto) in ogni istante di un
 intervallo di tempo finito.
 P(t)p(t')
 v(t)v(t')
 Figura CR. 13: punto di vista lagrangiano
 Il punto di vista lagrangiano è detto anche globale perchè segue la singola
 particella per un tempo finito, nel suo moto. Il moto dell’intero sistema è
 conosciuto quando tutte le particelle vengono seguite istante per istante.
 vP
 spazio di controllo
 Figura CR. 14: punto di vista euleriano
 — L’altro approccio è detto punto di vista euleriano e consiste
 nell’analizzare lo stato dell’intero sistema (e non più di una singola particella)
 in un istante fissato del tempo e non in un intervallo). A questo scopo si fissa
 uno spazio di controllo e si misurano nell’istante considerato le accelerazioni,
 le velocità e le posizioni delle particelle che transitano per lo spazio di
 controllo in quell’istante.
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 Si diranno accelerazione euleriana e velocità euleriana di un punto P
 l’accelerazione e la velocità della particella che, nell’istante considerato,
 transita per il punto P dello spazio di controllo.
 Il punto di vista euleriano è detto anche locale in quanto lavora in un
 solo istante di tempo e non in un intervallo finito. Il moto del sistema, nel
 suo complesso è conosciuto quando si conoscono le informazioni relative allo
 spazio di controllo istante per istante. I due punti di vista risultano allora
 equivalenti.
 Atto di moto
 L’insieme dei vettori velocità (distribuzione delle velocità) euleriane,
 relative ad uno spazio di controllo e ad un certo istante di tempo, si
 dice atto di moto del sistema considerato
 Quando si studia un moto rigido risulta particolarmente vantaggioso
 lavorare dal punto di vista euleriano, perchè si dispone di una legge didistribuzione per le velocità che lega le velocità di tutti i punti del corpo in un
 dato istante, cioè si può conoscere l’atto di moto conoscendo semplicemente
 la velocità di un punto del corpo e la velocità angolare relative quell’istante.
 Un atto di moto si dice rigido quando la distribuzione delle velocità è
 descritta dalla legge di distribuzione delle velocità per i corpi rigidi.
 Gli atti di moto rigidi si possono classificare in maniera analoga ai moti
 rigidi, servendosi della legge di distribuzione delle velocità.
 Diremo che:
 — un atto di moto si dice traslatorio quando tutti punti del corpo hanno,
 nell’istante considerato la stessa velocità:
 vP = vΩ = τ (CR.78)
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 — un atto di moto si dice rototraslatorio quando esiste una retta solidale
 con il corpo i cui punti, nell’istante considerato, hanno la stessa velocità. In
 questo caso, scelto Ω sulla retta, la legge di distribuzione si scrive:
 vP = vΩ + ω ∧ ΩP = τ + ω ∧ ΩP (CR.79)
 Ne viene di conseguenza che, se la velocità angolare non è nulla, la retta
 in questione risulta parallela ad ω in quanto, se P sta sulla retta si ha:
 vP = τ ⇐⇒ ω ∧ ΩP = 0
 e quindi ΩP parallelo ad ω. Mentre se la velocità angolare è nulla si ha il
 caso particolare dell’atto di moto traslatorio;
 — un atto di moto si dice elicoidale quando esiste una retta solidale con
 il corpo i cui punti, nell’istante considerato, hanno la stessa velocità e questa
 è parallela alla retta. In questo caso la legge di distribuzione si scrive:
 vP = τ e3 + ω e3 ∧ ΩP (CR.80)
 — Un atto di moto si dice rotatorio quando esiste una retta solidale con
 il corpo i cui punti, nell’istante considerato, hanno velocità nulla. La legge di
 distribuzione, se Ω è scelto sulla retta fissa, si scrive:
 vP = ω ∧ ΩP (CR.81)
 • Notiamo che l’atto di moto elicoidale è un caso particolare di atto
 di moto rototraslatorio; l’atto di moto rotatorio e l’atto di moto traslatorio
 sono casi particolari dell’atto di moto elicoidale. Inoltre ogni atto di moto
 elicoidale si può pensare come composizione di un atto di moto traslatorio e
 di un atto di moto rotatorio la cui velocità angolare è parallela alla traslazione.
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 Teorema di Mozzi
 Come conseguenza della legge di distribuzione delle velocità (CR.34) si
 dimostra il teorema di Mozzi:
 L’atto di moto rigido più generale è un atto di moto elicoidale
 DIMOSTRAZIONE A
 Per la dimostrazione basta osservare che la legge di distribuzione delle
 velocità (CR.34):
 vP = vΩ + ω ∧ ΩP
 è formalmente identica alla legge di distribuzione dei momenti per un sistema
 di vettori applicati:
 M P = M Ω + P Ω ∧ R
 dove al posto dei momenti si hanno le velocità e al posto del risultante si
 ha la velocità angolare e si tiene conto della anticommutatività del prodotto
 vettoriale.
 Trattando dell’asse centrale, nella teoria dei vettori applicati, abbiamodimostrato che, quando sussiste una legge di distribuzione di questo tipo, se
 R è non nullo, esiste una retta parallela ad R tale che il momento relativo ai
 punti di questa retta è parallelo ad R ed ha minimo modulo, o è nullo.
 Se trasportiamo questo risultato nella cinematica del corpo rigido,
 sfruttando la dimostrazione già data, che può essere ripetuta passo per passo
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 sostituendo i simboli della cinematica rigida, possiamo affermare che: se ω
 è non nullo, esiste una retta parallela ad ω tale che le velocità dei punti di
 questa retta sono parallele ad ω e hanno minimo modulo. Ma se esiste una
 retta i cui punti hanno velocità parallela alla retta, ciò significa proprio che
 l’atto di moto è elicoidale, in accordo con il teorema di Mozzi.
 Rimane da esaminare che cosa accade seω è nullo: in questo caso la legge
 di distribuzione delle velocità ci dice che:
 vP = vΩ
 e quindi l’atto di moto è traslatorio; ma l’atto di moto traslatorio è un caso
 particolare di atto di moto elicoidale, e allora, anche in questo caso il teorema
 di Mozzi è verificato.
 DIMOSTRAZIONE B
 In alternativa a questo modo di procedere, che ci riconduce ad un
 caso precedentemente esaminato, volendo, possiamo anche procedere alla
 dimostrazione del teorema di Mozzi in maniera diretta.
 — esistenza - Ricerchiamo, se esiste, una retta i cui punti hanno velocità
 parallela alla velocità angolare, supposta questa non nulla (nel caso che
 sia nulla abbiamo già visto che l’atto di moto è traslatorio e il teorema è
 verificato). Allora imponiamo la condizione di parallelismo fra la velocità
 dei punti del corpo e la velocità angolare: ciò significa che deve esistere un
 parametro reale λ tale che:
 vP = λω (CR.82)
 essendo P ≡ (xi) un punto variabile dello spazio. Grazie alla legge
 di distribuzione delle velocità la condizione di parallelismo precedente si
 riscrive:
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 vΩ + ω ∧ ΩP = λω (CR.83)
 Ora la (CR.83) è un’equazione vettoriale lineare, e perciò rappresenta una
 retta: dunque la retta cercata esiste.
 Per quanto riguarda il parametro λ esso si può determinare prendendo il
 prodotto scalare della (CR.82) per ω e ottenendo:
 J = vP × ω = λω2
 Notiamo che l’espressione a primo membro è l’invariante e non dipende
 dalla scelta del punto P del corpo. Allora ricaviamo:
 λ = J
 ω2
 — unicità - Facciamo ora vedere anche che la retta trovata è unica e non
 dipende dalla scelta del punto P . A questo scopo scegliamo un punto P ≡ P :
 in questo caso l’equazione della retta si scriverà:
 vΩ + ω ∧ ΩP = λω (CR.84)
 Sottraendo membro a membro la (CR.84) e la (CR.83), tenendo conto che
 λ è lo stesso nelle due equazioni, otteniamo:
 ω ∧ P P = 0
 Essendo i due vettori non nulli per ipotesi risulta necessariamente P P
 parallelo ad ω e di conseguenza P appartiene alla retta per P parallela ad ω:
 dunque le due rette coincidono.
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 Abbiamo allora dimostrato che se la velocità angolare è non nulla esiste
 un’unica retta dello spazio i cui punti hanno velocità parallela alla velocità
 angolare e quindi alla retta stessa. Perciò l’atto di moto è elicoidale.
 La retta che gode di questa proprietà prende il nome di asse di Mozzi.
 Se si denota con u il versore della velocità angolare possiamo
 rappresentare l’atto di moto elicoidale nella forma:
 vP = τ u + ω ∧ ΩP
 Prendendo ora il prodotto scalare con ω si ricava l’espressione per τ in
 termini dell’invariante:
 τ = J
 |ω| (CR.85)
 Il vettore τ u rappresenta la velocità dei punti dell’asse di Mozzi: nel caso
 particolare in cui τ = 0 l’atto di moto è rotatorio e l’asse di Mozzi, i cui puntihanno velocità nulla prende il nome di asse di istantanea rotazione.
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 Figura CR. 15: asse di Mozzi
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 La cinematica del corpo rigido consente di affrontare un ulteriore capitolo
 della cinematica del punto, che richiede di trattare, insieme al moto del punto,
 anche il moto di uno spazio rigido. Si tratta dello studio del moto di un
 punto rispetto a due distinti osservatori: è dato un osservatore dotato di un
 sistema cartesiano ortogonale Ox1x2x3 ≡ Oxyz la cui base di versori è ciche conveniamo di chiamare assoluto, e un secondo osservatore la cui terna
 cartesiana è Ωξ ξ ξ ≡ Ωξηζ , la cui base di versori è ei, in moto arbitrario
 rispetto all’osservatore assoluto. Conveniamo di chiamare questo secondo
 osservatore relativo, essendo del tutto arbitraria la scelta di quale debba essere
 l’osservatore chiamato assoluto e quale relativo. Consideriamo, poi, un punto
 P che si può muovere rispetto ad entrambi gli osservatori: cerchiamo di
 stabilire il legame fra le posizioni, le velocità e le accelerazioni del punto
 P misurate dai due osservatori.
 O
 x
 y
 zP
 Ω
 ξ
 η
 ζ
 Figura MR. 1: moto di un punto rispetto a due osservatori
 In questo problema il corpo rigido entra in gioco per il fatto che occorre
 conoscere il moto dello spazio solidale con il sistema relativo per stabilire i
 legami fra le velocità e le accelerazioni del punto P .
 Ora è immediato stabilire il legame fra i vettori posizione del punto P ,
 come sono visti dai due osservatori. Infatti si ha:
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 OP = OΩ + ΩP (MR.1)
 per cui basta conoscere il moto dell’origine della terna relativa per passare
 dal vettore posizione del punto rispetto ad un osservatore al vettore
 corrispondente per l’altro osservatore.
 Teorema di derivazione relativa
 Consideriamo un qualunque vettore W variabile nel tempo e la sua
 rappresentazione semicartesiana sulla base dell’osservatore relativo:
 W = W iei (MR.2)
 E’ facile vedere che la sua derivata temporale è differente se viene
 calcolata rispetto all’osservatore relativo oppure rispetto all’osservatoreassoluto. Infatti, l’osservatore assoluto vede la base ei variabile nel tempo,
 in quanto la terna relativa è generalmente in moto rispetto alla terna assoluta,
 mentre l’osservatore relativo vede la stessa base immobile, in quanto ad esso
 solidale. Di conseguenza bisogna distinguere, per un vettore, una derivata
 assoluta calcolata rispetto all’osservatore assoluto e una derivata relativa
 calcolata rispetto all’osservatore relativo.
 Abbiamo allora, in base alle definizioni date, per la derivata relativa:
 d(r)
 dt W = W iei (MR.3)
 e per la derivata assoluta:
 d(a)
 dt W =
 d(a)
 dt (W iei) = W i ei + W i
 d(a)
 dt ei (MR.4)
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 Poichè nella derivazione di uno scalare non esiste differenza fra derivata
 assoluta e derivata relativa, dal momento che non vengono coinvolti i
 versori della base, non essendoci possibilità di equivoco, abbiamo denotato
 semplicemente con un punto la derivata delle componenti W i che compaiono
 nelle derivate.
 Le formule di Poisson (CR.31) ci permettono di riscrivere la derivata
 assoluta come:
 d(a)
 dt W = W i ei + W iω ∧ ei (MR.5)
 Tenendo conto delle (MR.3) e (MR.4) otteniamo un legame fra la derivata
 assoluta e la derivata relativa di un vettore:
 d(a)
 dt W =
 d(r)
 dt W + W iω ∧ ei
 ovvero grazie alla (MR.2):
 d(a)
 dt W =
 d(r)
 dt W + ω ∧W (MR.6)
 Dal momento che il vettore W è del tutto arbitrario la relazione (MR.6)
 non dipende da W , ma è una relazione caratteristica fra gli operatori di
 derivazione, che possiamo rappresentare sotto la forma:
 d(a)
 dt =
 d(r)
 dt + ω∧ (MR.7)
 sottintendendo l’argomento degli operatori che deve essere una funzione
 vettoriale. Questa relazione prende il nome di teorema di derivazione relativa.
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 • Il termine aggiuntivo, nella (MR.6), ω ∧ W prende il nome derivata
 di trascinamento: il suo significato si comprende facilmente se si pensa
 che esso rappresenta la derivata assoluta rispetto al tempo quando il termine
 di derivazione relativa è nullo. In altri termini si può definire la derivata
 di trascinamento come la derivata del vettore W come se, nell’istante
 considerato, fosse solidale con la terna relativa.
 •A quale condizione la derivata relativa e la derivata assoluta di un vettore
 W coincidono? Dal teorema di derivazione relativa si vede subito che la
 condizione necessaria e sufficiente affinchè questo accada è che:
 ω ∧W = 0
 Questa condizione è soddisfatta se si verifica una di queste circostanze:
 — se il vettore W è nullo, ma questo è un caso banale;
 — se ω è nulla, cioè se il moto relativo dei due osservatori è traslatorio;
 — se W è parallelo ad ω
 Ne viene di conseguenza, come caso particolare, che il vettore velocità
 angolare ha derivata assoluta coincidente con la derivata relativa. Quando
 non ci sono equivoci come in questo caso la derivata temporale verrà indicata
 semplicemente con un punto, in quanto coincide per entrambi gli osservatori.
 Teorema di composizione delle velocità
 A questo punto possiamo introdurre il concetto di velocità assoluta del
 punto P , definita come:
 v(a) =
 d(a)
 dt OP (MR.8)
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 e di velocità relativa:
 v(r) =
 d(r)
 dt ΩP (MR.9)
 dove si deve tener conto del fatto che le due origini O e Ω delle due terne
 generalmente non coincidono.
 Poichè sussiste il legame (MR.1), derivando rispetto all’osservatoreassoluto otteniamo:
 d(a)
 dt OP =
 d(a)
 dt OΩ +
 d(a)
 dt ΩP (MR.10)
 Ora O è fisso rispetto all’osservatore assoluto; quindi:
 vΩ = d(a)
 dt
 OΩ (MR.11)
 Questa quantità rappresenta la velocità del punto Ω rispetto all’os-
 servatore assoluto e può essere denotata senza l’etichetta (a), perchè la velocità
 relativa di Ω è sempre nulla, essendo l’origine del sistema relativo, e quindi
 non ci può essere equivoco.
 Rimane, allora, nella (MR.10):
 v(a) = vΩ +
 d(a)
 dt ΩP (MR.12)
 Grazie al teorema di derivazione relativa (MR.7) e alla definizione di
 velocità relativa (MR.9) abbiamo subito:
 v(a) = v
 (r) + vΩ + ω ∧ΩP (MR.13)
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 Il termine che va aggiunto alla velocità relativa per ottenere la velocità
 assoluta viene denotato con:
 v(τ ) = vΩ + ω ∧ΩP (MR.14)
 e viene detto velocità di trascinamento. Confrontando l’espressione della
 velocità di trascinamento con la legge di distribuzione delle velocità nei
 corpi rigidi (CR.34) si comprende il significato fisico della velocità di
 trascinamento:
 La velocità di trascinamento è la velocità del punto dello spazio rigido
 solidale con la terna relativa che, nell’istante considerato, si trova a
 coincidere con il punto mobile P
 • Si può anche dire, in maniera equivalente che la velocità di
 trascinamento è la velocità che il punto mobile P avrebbe se, nell’istante
 considerato, fosse solidale con il sistema relativo.
 Facendo uso della (MR.14) la (MR.13) diviene alla fine:
 v(a) = v
 (r) + v(τ ) (MR.15)
 relazione conosciuta come teorema di composizione delle velocità o teorema
 di addizione delle velocità o teorema di Galileo.
 • Osserviamo che affinchè la velocità assoluta e quella relativa coincidano
 in ogni istante, qualunque sia il moto del punto, dovendo annullarsi la velocitàdi trascinamento, basta e occorre che:
 ω ≡ 0, vΩ ≡ 0
 cioè i due osservatori devono essere in quiete l’uno rispetto all’altro.
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 Teorema di composizione delle accelerazioni
 Introduciamo adesso i concetti di accelerazione assoluta e di
 accelerazione relativa del punto P , analogamente a come abbiamo fatto per
 le velocità:
 a(a) =
 d(a)
 dt v
 (a) (MR.16)
 a(r) =
 d(r)
 dt v
 (r) (MR.17)
 e cerchiamo un legame fra le due accelerazioni. Cominciamo calcolando la
 derivata assoluta della (MR.15):
 d(a)
 dt v
 (a) = d(a)
 dt v
 (r) + d(a)
 dt v
 (τ ) (MR.18)
 Per il teorema di derivazione relativa (MR.7) otteniamo che il primo
 termine a secondo membro si può scrivere:
 d(a)
 dt v
 (r) = d(r)
 dt v
 (r) + ω ∧ v(r) = a(r) + ω ∧ v(r) (MR.19)
 Inoltre:
 d
 (a)
 dt v(τ ) = d
 (a)
 dt vΩ + d
 (a)
 dt (ω ∧ΩP ) (MR.20)
 Introduciamo l’accelerazione (assoluta) di Ω :
 aΩ = d(a)
 dt vΩ (MR.21)
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 e calcoliamo:
 d(a)
 dt (ω ∧ΩP ) = ω ∧ΩP + ω ∧
 d(a)
 dt ΩP
 Calcoliamo ora, a parte l’ultimo termine della relazione precedente,
 facendo uso del teorema di derivazione relativa. Otteniamo:
 ω ∧
 d(a)
 dt ΩP
 = ω ∧
 d(r)
 dt ΩP + ω ∧ΩP
 = ω ∧ v(r) + ω ∧ (ω ∧ΩP )
 Riassumendo abbiamo, per la derivata assoluta della velocità di
 trascinamento:
 d(a)
 dt v
 (τ ) = aΩ + ω ∧ΩP + ω ∧ v(r) + ω ∧ (ω ∧ΩP ) (MR.22)
 Inserendo la (MR.19) e la (MR.22) nella (MR.18) ricaviamo infine:
 a(a) = a
 (r) + aΩ + ω ∧ΩP + ω ∧ (ω ∧ΩP ) + 2ω ∧ v(r) (MR.23)
 A questo punto, per interpretare i vari termini aggiuntivi, è conveniente
 introdurre:
 a(τ ) = aΩ + ω ∧ΩP + ω ∧ (ω ∧ΩP ) (MR.24)
 termine al quale si dà il nome di accelerazione di trascinamento. Il
 raffronto con la legge di distribuzione delle accelerazioni del corpo rigido
 (CR.67), in maniera analoga a come si è proceduto per definire la velocità di
 trascinamento ci permette di interpretare l’ accelerazione di trascinamento.
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 L’accelerazione di trascinamento è l’accelerazione del punto dello
 spazio rigido solidale con la terna relativa che, nell’istante considerato,
 si trova a coincidere con il punto mobile P
 • Si può anche dire, in maniera equivalente che l’accelerazione di
 trascinamento è l’accelerazione che il punto mobileP avrebbe se, nell’istante
 considerato, fosse solidale con il sistema relativo.
 Inoltre nel caso delle accelerazioni compare un ulteriore termine, chedenotiamo con:
 a(c) = 2ω ∧ v(r) (MR.25)
 denominato accelerazione di Coriolis o accelerazione complementare , che
 non è presente se la velocità relativa è nulla.
 Giungiamo allora alla forma finale del nostro risultato:
 a(a) = a
 (r) + a(τ ) + a
 (c) (MR.26)
 Questo è il teorema di composizione delle accelerazioni o teorema di
 addizione delle accelerazioni o teorema di Coriolis.
 Osserviamo che l’accelerazione assoluta e l’accelerazione relativa
 possono essere uguali, in ogni istante, anche se i due sistemi di riferimentonon sono in quiete l’uno rispetto all’altro. Infatti per avere che l’accelerazione
 di trascinamento e quella di Coriolis siano nulle, qualunque sia il moto del
 punto P , basta e occorre che:
 ω ≡ 0, aΩ ≡ 0
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 ovvero il moto del sistema relativo rispetto a quello assoluto sia traslatorio
 uniforme.
 Teorema di composizione delle velocità angolari
 Oltre alla cinematica relativa del punto si può sviluppare anche una
 cinematica relativa del corpo rigido, come di qualsiasi altro sistema dipunti. Nel caso del corpo rigido, che ora esaminiamo, si considera il moto
 di un corpo rigido visto da due osservatori in moto relativo qualunque.
 Caratterizzare istante per istante l’atto di moto del corpo rigido rispetto
 all’osservatore assoluto e all’osservatore relativo significa, grazie alla legge
 di distribuzione delle velocità (CR.34) conoscere la velocità di un punto del
 corpo rigido rispetto ad entrambi gli osservatori e la velocità angolare del
 corpo rigido rispetto agli stessi osservatori.
 O
 x
 y
 z
 Ω
 ξ
 η
 ζ
 ω
 ω ω(a)(r)
 Figura MR. 2: moto di un corpo rigido rispetto a due osservatori
 Poichè la velocità di un punto del corpo rigido, come la velocità di un
 punto mobile qualsiasi, si trasforma secondo il teorema di Galileo (MR.15),
 l’unica legge che rimane da determinare, per conoscere l’atto di moto, nei due
 sistemi di riferimento, è la legge di composizione delle velocità angolari.
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 • Il termine aggiuntivo rappresenta la velocità angolare che il corpo rigido
 avrebbe se fosse solidale, nell’istante considerato, con il sistema relativo,
 essendo proprio la velocità angolare di questo sistema di riferimento. Perciò
 lo si denomina velocità angolare di trascinamento:
 ω(τ ) = ω (MR.32)
 Si giunge allora al teorema di composizione delle velocità angolari o
 teorema di addizione delle velocità angolari:
 ω(a) = ω
 (r) + ω(τ ) (MR.33)
 Rotolamento di due superfici rigide
 I risultati precedenti ci consentono di trattare il moto di due superfici (o di
 due curve) che rotolano l’una sull’altra. Il primo passo da fare a questo scopo
 consiste nel tradurre in termini matematici la nozione intuitiva di rotolamento.
 Consideriamo due superfici rigide regolari in moto relativo l’una rispetto
 all’altra: conveniamo di scegliere due terne di riferimento delle quali l’una
 è solidale con la prima superficie rigida e l’altra con la seconda superficie.
 Ponendoci ad osservare il moto solidalmente ad una delle due terne, che
 convenzionalmente chiameremo assoluta, diremo fissa la superficie solidale
 con questa terna e mobile l’altra superficie.
 Diremo che le due superfici rotolano l’una sull’altra se in ogni istante, nei
 punti di intersezione presentano un contatto del primo ordine almeno, cioè se
 il piano tangente alle due superfici in quei punti è comune.
 Ciascuno dei punti di intersezione tra le due superfici è un punto di
 contatto: consideriamo uno di tali punti di contatto C : generalmente esso
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 varierà istante per istante, sia rispetto alla superficie fissa che rispetto a quella
 mobile, descrivendo due curve, una su ciascuna superficie, nel senso che non
 sarà sempre lo stesso punto di una delle due superficie a trovarsi a contatto
 con il medesimo punto dell’altra. Pensando il punto di contatto come un
 punto geometrico dotato di una sua individualità, che si muove lungo le curve
 suddette, negli intervalli in cui tali curve sono regolari, sarà possibile definire
 una velocità assoluta di C rispetto alla terna assoluta e una velocità relativa di
 C rispetto all’altra terna:
 v(a)C =
 d(a)
 dt OC, v
 (r)C =
 d(r)
 dt ΩC (MR.34)
 Si definisce allora velocità di strisciamento delle due superficie nel punto
 di contatto C la differenza fra le velocità che il punto C possiede rispetto ai
 due osservatori:
 v(s)C = v
 (a)C − v
 (r)C (MR.35)
 Ma grazie al teorema di addizione delle velocità (MR.15) questa non è
 altro che la velocità di trascinamento del punto C , cioè la velocità del punto
 della superficie mobile che nell’istante considerato coincide con C .
 Figura MR. 3: rotolamento di due superficie
 E’ immediato ora estendere questi risultati a due curve che rotolano l’una
 sull’altra, anzichè due superficie.
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 Figura MR. 4: rotolamento di due curve
 E’ chiaro che nel caso di due curve le traiettorie del punto C sono le curve
 stesse.
 Dal punto di vista cinematico è rilevante il caso in cui due superfici o due
 curve rotolano senza strisciare l’una sull’altra.
 Si dice che due superficie o due curve rotolano senza strisciare l’una
 sull’altra quando la velocità di strisciamento nel punto di contatto è nulla.
 Allora risulta:
 v(a)C = v
 (r)C (MR.36)
 Si parla in questo caso di puro rotolamento. Stabilendo un sistema di
 ascisse curvilinee sulla traiettoria di C sulla superficie (o curva) fissa e su
 quella mobile possiamo rappresentare le velocità assoluta e relativa in forma
 intrinseca, e cioè:
 v(a)C = s(a)T , v
 (r)C = s(r)T (MR.37)
 dove il versore tangente non ha etichetta perchè è comune alle due curve.
 Allora la condizione di puro rotolamento (MR.36) si traduce nella condizione
 differenziale scalare:
 s(a) = s(r), ⇐⇒ ds(a) = ds(r) (MR.38)
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 La condizione scritta in forma di derivate significa l’uguaglianza
 delle velocità scalari del punto C rispetto ai due osservatori, mentre la
 condizione espressa in forma di differenziali significa l’uguaglianza degli
 archi elementari di traiettoria percorsi dal punto C lungo le due superfici
 (o curve). Se la condizione di puro rotolamento si mantiene per un tempo
 finito è possibile integrarla ottenendo l’uguaglianza di due percorsi finiti sulle
 traiettorie:
 s(a)(t) − s(a)0 = s(r)(t) − s(r)0 (MR.39)
 essendo s(a)0 e s
 (r)0 le posizioni iniziali.
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 Quanto abbiamo visto a proposito dei moti rigidi e di moti relativi ci
 consente di trattare un esempio notevole di moto rigido come il moto rigido
 piano.
 Un moto rigido si dice piano quando è possibile trovare un piano πsolidale con il corpo che, durante il moto, si mantiene parallelo ed
 equidistante ad un piano π solidale con l’osservatore
 π
 π'
 ω
 Figura MP. 1: moto rigido piano
 • Il fatto notevole è che, per un moto rigido piano, lo studio del moto è
 riconducibile ad un problema in due dimensioni, ovvero allo studio del moto
 di una figura rigida piana nel suo piano.
 Infatti è immediato verificare che tutti i punti di una retta ortogonale al
 piano π (o se si vuole π) hanno la stessa velocità e, quindi, la velocità di
 ogni punto del corpo è conosciuta quando si conosce la velocità della sua
 proiezione sul piano π, ovvero la velocità dei punti della sezione del corpo
 con il piano π.
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 Considerato un punto qualunque P del corpo distinto dalla sua proiezione
 P sul piano π , affinchè il moto sia rigido piano, il vettore P P deve risultare
 costante. Infatti si può scrivere:
 P P = |P P | u (MP.1)
 dove u è il versore normale al piano π, concorde con P P . Allora derivando
 rispetto al tempo abbiamo:
 dP P
 dt =
 d |P P |
 dt u + |P P |
 du
 dt
 Ma:
 d |P P |
 dt = 0
 per la condizione di rigidità (CR.2) e:
 du
 dt = 0 (MP.2)
 perchè il piano π si mantiene sempre parallelo a se stesso durante il moto e
 quindi il versore ad esso normale è costante. Dunque:
 dP P
 dt = dP
 dt − dP
 dt = 0 (MP.3)
 Quindi:
 vP = vP (MP.4)
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 qualunque sia il punto P appartenente alla retta passante per P e normale
 al piano π . Dunque il moto della sezione del corpo con il piano determina
 completamente il moto del corpo.
 Dalla legge di distribuzione delle velocità (CR.34) e dalla (MP.4)
 otteniamo, di conseguenza, delle informazioni sulla velocità angolare;
 abbiamo:
 ω ∧ P P = 0 (MP.5)
 ed essendo per ipotesi P ≡ P , per la velocità angolare nel moto rigido piano
 rimangono le due seguenti possibilità:
 — prima possibilità: ω = 0 nel qual caso l’atto di moto risulta
 traslatorio;
 — seconda possibilità: ω è parallelo a P P cioè ω è parallelo al
 versore u normale al piano π. In questo caso l’asse di Mozzi esiste ed è
 normale al piano π . Ricordiamo che per ogni punto A dell’asse di Mozzi lavelocità si può scrivere:
 vA = τ u (MP.6)
 Non abbiamo ancora utilizzato l’informazione relativa alla invariabilità
 della distanza fra i piani paralleli π e π : questa comporta che la componente
 della velocità normale a questi piani deve essere nulla. Infatti considerando un
 punto A appartenente alla sezione del corpo con il piano π e la sua proiezione
 A sul piano π , la distanza fra i due piani si può esprimere come:
 h = u× AA (MP.7)
 La sua invariabilità equivale a richiedere:

Page 154
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 154/473
 moti rigidi piani 153
 dh
 dt = u× vA = τ = 0 (MP.8)
 dal momento che la componente della velocità di A lungo u è
 necessariamente nulla, essendo A, per definizione, non un punto del corpo,
 ma del piano fisso π . Ora la (MP.8) ci informa che le velocità dei punti del
 corpo o sono nulle o sono parallele al piano π, in quanto risultano ortogonali
 al versore normale a π. Questo significa anche che le velocità dei punti della
 sezione del corpo con il piano π costituiscono un sistema di vettori piani il cuipiano è π e quindi la sezione piana si muove nel suo piano, senza mai uscire
 da esso.
 • Si conclude allora, che in un moto rigido piano l’atto di moto o è
 traslatorio, e allora tutti i punti hanno velocità uguali e parallele al piano
 π, oppure è rotatorio con le velocità dei punti sempre parallele al piano π.
 Il piano π si dice allora piano del moto. In questo caso il vettore velocità
 angolare è sempre normale al piano del moto.
 Dunque in un moto rigido piano l’atto di moto o è puramente traslatorio o
 è puramente rotatorio, e non può mai essere elicoidale nel senso generale deltermine, cioè con ω e τ contemporaneamente non nulli.
 Centro di istantanea rotazione
 Esaminiamo il caso in cui ω = 0: allora l’atto di moto è rotatorio e l’asse
 di Mozzi è un asse di istantanea rotazione, essendo una retta i cui punti hanno
 velocità nulla, ed è ortogonale al piano del moto.
 Definiamo ora centro di istantanea rotazione il punto d’intersezione
 dell’asse di istantanea rotazione con il piano del moto.
 Si può quindi dare, di conseguenza, anche una definizione diretta di centro
 di istantanea rotazione che non faccia ricorso al concetto di asse di istantanea
 rotazione, dicendo che:
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 In un moto rigido piano in cui l’atto di moto è rotatorio, il centro
 di istantanea rotazione è quel punto della sezione del corpo che,
 nell’istante considerato, ha velocità nulla
 Quando il centro di istantanea rotazione esiste è possibile rappresentare
 l’atto di moto, cioè la velocità di ogni punto P del corpo nel modo seguente:
 vP = ω ∧ CP (MP.9)
 essendo C il centro di istantanea rotazione.
 CPvP
 ω
 π
 Figura MP. 2: centro di istantanea rotazione
 Dal punto di vista geometrico è possibile determinare C graficamente
 quando si conoscono due vettori velocità fra loro non paralleli: infatti dal
 momento che il centro di istantanea rotazione è quel punto del corpo cheha velocità nulla in un certo istante, segue che tutte le rette passanti per C hanno velocità di scorrimento nulla e di conseguenza sono normali ai vettori
 velocità dei loro punti distinti da C . Per cui, noti due vettori velocità non
 paralleli, tracciando le rette normali ad essi condotte per i rispettivi punti di
 applicazione, il centro viene determinato dal punto di intersezione di queste
 normali.
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 P
 C
 Q
 v
 vP
 Q
 Figura MP. 3: determinazione grafica del centro di istantanea rotazione
 Dalla figura (MP. 3) risulta chiaro, che se si scegliessero due vettori
 velocità paralleli fra loro, essendo l’atto di moto rotatorio, i loro punti di
 applicazione sarebbero allineati lungo la retta normale comune ai due vettori
 e non si avrebbero abbastanza informazioni per determinare il centro.
 Se invece l’atto di moto tende ad un atto di moto traslatorio i due vettori
 velocità tendono a diventare paralleli ma con i punti di applicazione non
 allineati sulla stessa normale; mentre le due normali tendono a diventareparallele e il loro punto di intersezione, cioè il centro diviene un punto
 improprio. Per cui si può pensare ad un atto di moto traslatorio come al limite
 di un atto di moto rotatorio il cui centro è un punto improprio, che definisce
 la direzione delle rette normali ai vettori velocità.
 Determinazione analitica del centro
 Prima abbiamo indicato un metodo grafico per determinare il centro, oraesponiamo un metodo analitico.
 Per definizione di centro di istantanea rotazione si ha:
 vC = 0 (MP.10)
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 ma grazie alla legge di distribuzione delle velocità (CR.34) possiamo scrivere:
 vC = vΩ + ω ∧ ΩC
 Quindi:
 vΩ + ω ∧ ΩC = 0 (MP.11)
 essendo Ω un punto qualunque del corpo, scelto come origine di un sistema di
 assi solidali nel piano del moto. Moltiplicando vettorialmente per ω a sinistra
 la (MP.11) riusciamo ad isolare ΩC :
 ω ∧ vΩ + ω ∧ (ω ∧ ΩC ) = 0
 Ovvero, svolgendo il doppio prodotto vettoriale:
 ω ∧ vΩ + (ω × ΩC )ω − ω2ΩC = 0 (MP.12)
 Ma:
 ω × ΩC = 0 (MP.13)
 essendo Ω C appartenente al piano del moto e ω normale allo stesso piano.
 Quindi supposto che l’atto di moto sia rotatorio, e cioè che ω = 0 dalla
 (MP.12) otteniamo:
 ΩC = ω ∧ vΩ
 ω
 (MP.14)
 E’ possibile a questo punto riferire il centro all’origine O di un sistema di
 assi solidale con l’osservatore del moto, semplicemente calcolando:
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 OC = OΩ + ΩC (MP.15)
 Per cui abbiamo:
 OC = OΩ + ω ∧ vΩ
 ω
 (MP.16)
 Ora al variare del tempo, in istanti differenti, il centro non è, generalmente,
 lo stesso punto del corpo, ma cambia in quanto, se in un istante t era un
 certo punto del corpo ad avere velocità nulla, in un istante successivo sarà,
 generalmente, un altro punto del corpo ad avere velocità nulla. Il centro
 coincide sempre con lo stesso punto del corpo solo se il corpo ruota attorno
 ad un asse fisso: in questo caso non solo l’atto di moto, ma il moto come
 tale è rotatorio e il centro fisso è l’intersezione dell’asse fisso con il piano del
 moto. La relazione che abbiamo appena trovato ci dice, istante per istante
 quale punto del corpo rigido rappresenta il centro di istantanea rotazione.
 Base e rulletta
 E’ utile considerare, a questo punto, l’insieme di tutti i centri di istantanea
 rotazione al variare del tempo t. Tale insieme rappresenta un luogo
 geometrico caratterizzato da un solo parametro t, cioè una curva. Va
 sottolineato il fatto che si ottengono due curve distinte a seconda che si
 definisca tale luogo geometrico rispetto al sistema di assi dell’osservatore delmoto del corpo oppure rispetto ad un sistema di assi solidali con il corpo
 stesso.
 Avremo allora una curva descritta dal centro di istantanea rotazione
 rispetto al sistema dell’osservatore e una curva descritta dal centro di
 istantanea rotazione rispetto al sistema solidale con il corpo.
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 Si dice base la curva descritta dal centro di istantanea rotazione rispetto
 al sistema dell’osservatore
 Si dice rulletta la curva descritta dal centro di istantanea rotazione
 rispetto al sistema solidale con il corpo
 Anche se il punto C , in quanto punto del corpo, cambia istante per istante,
 dal punto di vista geometrico le due curve si possono pensare generate daC pensandolo come un punto geometrico che ha una sua individualità, il cui
 moto è descritto dalle leggi (MP.16) e (MP.14) rispetto ai due osservatori. Il
 centro C , come punto geometrico che descrive le due curve appena definite
 non è solidale al corpo, ma si muove sia rispetto al sistema dell’ osservatore
 (sistema assoluto), che rispetto al sistema solidale con il corpo (sistema
 relativo). Abbiamo dunque un problema di cinematica relativa per il punto
 C .
 In particolare si può stabilire, mediante il teorema di Galileo un legame
 fra la velocità assoluta e la velocità relativa, definite da:
 v(a)C =
 d(a)
 dt OC (MP.17)
 v(r)C =
 d(r)
 dt ΩC (MP.18)
 Tale legame, come è noto è:
 v(a)C = v
 (r)C + v
 (τ )C (MP.19)
 Osserviamo che la velocità di trascinamento del punto C , che per la
 definizione di velocità di trascinamento (MR.14) è data da:
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 O x
 y
 Ω
 ξ
 η
 ϑ
 Figura MP. 5: Assi del riferimento assoluto e relativo
 xΩ = xΩ (t), yΩ = yΩ (t) (MP.22)
 le funzioni del tempo che danno le coordinate dell’origine Ω del sistema
 relativo, solidale con il corpo rigido, rispetto all’osservatore assoluto e con:
 ϑ = ϑ(t) (MP.23)
 la funzione che dà l’angolo fra l’asse ξ e l’asse x in funzione del tempo.
 Allora otteniamo:
 vΩ ≡ (xΩ, yΩ,0) (MP.24)
 ω ≡ (0, 0, ϑ) (MP.25)
 ω ∧ vΩ ≡ (−ϑ yΩ, ϑ xΩ , 0) (MP.26)
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 Indicando con x, y le coordinate variabili di C nel piano del moto
 abbiamo:
 x = xΩ − yΩ / ϑ
 y = yΩ + xΩ / ϑ
 (MP.27)
 Queste sono le equazioni parametriche della base nel parametro t
 .
 L’eliminazione del parametro, caso per caso, fornisce l’equazione cartesiana
 nel piano dell’osservatore assoluto xy.
 Notiamo che in molti casi le funzioni (MP.22) non dipendono
 esplicitamente dal tempo, ma dipendono dal tempo solo come funzioni
 composte, attraverso ϑ, cioè hanno la struttura:
 xΩ = xΩ (ϑ(t)), yΩ = yΩ (ϑ(t)) (MP.28)
 Questo comporta:
 xΩ = x
 Ω ϑ, yΩ = y
 Ω ϑ (MP.29)
 dove abbiamo denotato:
 x
 Ω = dxΩ
 dϑ , y
 Ω = dyΩ
 dϑ (MP.30)
 Allora, introducendo le (MP.29) nelle (MP.27) si ottengono delleequazioni parametriche nel parametro ϑ anzichè t:
 x = xΩ − y
 Ω
 y = yΩ + x
 Ω
 (MP.31)
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 Queste equazioni hanno il vantaggio di contenere solo informazioni di
 carattere geometrico e non più cinematico, avendo eliminato la dipendenza
 esplicita dal tempo.
 Va notato che la dipendenza più generale possibile delle coordiniate di Ω dal tempo avrebbe la forma:
 xΩ = xΩ (ϑ(t), t), yΩ = yΩ (ϑ(t), t) (MP.32)
 che contiene anche la dipendenza esplicita dal tempo.
 Per ottenere le equazioni della rulletta si procede in modo analogo, però
 occorre riferirsi agli assi ξη del sistema relativo, solidale con il corpo.
 Ricordiamo, che nel moto rigido, il legame fra le coordinate dei due
 sistemi è dato dalla relazione (CR.18):
 xi = xΩi + Rikξ k (MP.33)
 dalla quale possiamo risolvere le ξ k moltiplicando per RT ji e tenendo conto
 che per la matrice di rotazione si ha:
 RT jiRik = δ jk
 Dunque si ottiene subito:
 ξ j = RT ji(xi − xΩi) (MP.34)
 Notiamo che le xi − xΩi, grazie alla relazione che lega i vettori (MP.15),
 non sono altro che le componenti del vettore ΩC note dalla (MP.14) e la
 matrice di rotazione R∼ rappresenta una rotazione di un angolo ϑ attorno
 all’asse ζ e perciò si scrive:
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 R∼ ≡
 cosϑ −senϑ 0
 sen ϑ cos ϑ 0
 0 0 1
 Quindi sviluppando i calcoli:
 ξ
 η
 ζ
 ≡
 cos ϑ sen ϑ 0
 −sen ϑ cos ϑ 0
 0 0 1
 −yΩ / ϑ
 xΩ / ϑ
 0
 da cui otteniamo, nel piano relativo ξη le equazioni parametriche della rulletta
 nel parametro t:
 ξ = − yΩϑ
 cosϑ + xΩϑ
 senϑ
 η = yΩϑ
 senϑ + xΩϑ
 cosϑ(MP.35)
 Nel caso poi in cui valgono le (MP.28), sostituendo le (MP.29) nelle
 (MP.35) otteniamo le equazioni della rulletta nel parametro ϑ:
 ξ = −y
 Ω cosϑ + x
 Ω senϑ
 η = y
 Ω senϑ + x
 Ω cosϑ(MP.36)
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 Dopo aver esaminato la cinematica del punto e del corpo rigido, che
 sono gli schemi più semplificati con cui si possa rappresentare un corpo, ci
 occupiamo ora dei sistemi vincolati. E’ necessario a questo scopo introdurre
 il concetto di vincolo e dare una classificazione dei vari tipi di vincolo che si
 possono incontrare.
 Vincoli
 • Quando si considera un sistema di punti la conoscenza del moto del
 sistema equivale, per definizione, alla conoscenza del moto di ogni punto del
 sistema.
 Perciò se si considera, ad esempio, un sistema costituito da n particelle
 nello spazio, occorrono 3n funzioni, date dalle coordinate delle particelle infunzione del tempo, ovvero n funzioni vettoriali:
 OP s = OP s(t), s = 1, 2, · · · , n
 Se si ha un sistema continuo occorrono, in linea di principio, infinite
 funzioni, 3 coordinate per ogni punto del continuo. Fissato un istante del
 tempo t, le 3n coordinate (nel caso del continuo le infinite coordinate)
 rappresentano la configurazione del sistema nell’istante t. Un sistema di
 questo tipo in cui tutte le coordinate dei punti sono necessarie per individuarnela configurazione si dice sistema libero.
 In molti casi, però, accade che non è necessario un numero di parametri
 pari al numero delle coordinate di tutti i punti del sistema per identificarne
 la configurazione , ma basta un numero di variabili meno elevato. Abbiamo
 già visto il caso del corpo rigido per individuare le coordinate di ognuno
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 dei punti del quale bastano sei parametri, caratterizzabili, per esempio con
 le tre coordinate di un suo punto Ω e con i tre angoli di Eulero; per
 cui la configurazione del corpo rigido è completamente definita quando si
 conoscono i sei parametri:
 xΩ 1, xΩ 2, xΩ 3, ϑ , ϕ , ψ
 Questa circostanza si verifica perchè vi sono delle relazioni fra lecoordinate dei punti che ne limitano l’arbitrarietà riducendo il numero di
 variabili indipendenti che caratterizzano il problema. Tali relazioni prendono
 il nome di vincoli.
 Nel caso del corpo rigido la condizione di rigidità (CR.1) o (CR.2) che
 impone l’invariabilità delle mutue distanze fra i punti del sistema è il vincolo
 responsabile della riduzione a sei del numero delle variabili necessarie per
 l’identificazione della configurazione del sistema.
 I vincoli possono essere di varia natura e possono essere identificati e
 classificati in diversi modi. Vediamo alcune di queste classificazioni che sidimostrano particolarmente utili nella trattazione dei sistemi vincolati.
 — Vincoli esterni e vincoli interni
 Questa classificazione nasce dall’esigenza di distinguere fra i vincoli che
 nascono in forza della mutua interazione fra le particelle di un sistema (come
 il vincolo di rigidità in un corpo rigido o il vincolo di incomprimibilità in un
 fluido incomprimibile) e i vincoli che nascono dall’interazione fra il sistema e
 l’ambiente ad esso esterno. Un esempio familiare di vincolo esterno potrebbe
 essere costituito dai cardini di una porta, considerando la porta come il sistema
 meccanico che ci interessa e i cardini come quelle strutture dell’ambienteesterno che vincolano la porta a ruotare attorno ad un asse fisso.
 Va detto che il concetto di esterno ed interno non è univoco, nè assoluto,
 ma è convenzionale: siamo noi che definiamo che cosa fa parte o meno di
 un sistema. Se decidiamo, per esempio, di definire come sistema l’insieme
 terra-luna, il sole e gli altri pianeti saranno considerati come corpi esterni
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 al sistema. Viceversa, se decidiamo di definire come sistema l’intero sistema
 solare, ecco che, ciò che prima consideravamo esterno, ora è classificato come
 interno.
 — Vincoli olonomi e anolonomi
 Questa è una delle classificazioni più importanti, se non la più importante,
 perchè fornisce una classificazione analitica del vincolo.
 Diremo olonomo un vincolo fra le coordinate dei punti di un sistema,
 che è caratterizzabile mediante equazioni e disequazioni in termini finiti
 Ad esempio, la condizione di appartenenza di un punto P ad una
 superficie di equazione cartesiana:
 f (x1, x2, x3) = 0 (CS.1)
 rappresenta un vincolo olonomo per le coordinate x1, x2, x3 del punto P .
 P dP
 O
 x
 x
 x 3
 2
 1
 1 2 3f(x ,x ,x ) = 0
 Figura CS. 1: punto vincolato su una superficie
 Anche un vincolo esprimibile mediante una disequazione in termini finiti
 è un vincolo olonomo. Per esempio la condizione:
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 x21 + x2
 2 ≥ R2 (CS.2)
 per le coordinate di un punto nel piano x1x2 vincola il punto a non entrare
 nella regione di piano rappresentata dal disco circolare di raggio R avente
 centro nell’origine.
 P
 Q
 dQ
 ϑ
 Ox
 x
 2
 1
 x + x ≥ R1 2
 2 2 2
 Figura CS. 2: punto vincolato a non penetrare all’interno del disco di raggio
 R
 In base a quanto detto finora si può affermare che i vincoli olonomi
 rappresentano dei vincoli per le posizioni del punto, come si vede anche
 dagli esempi esaminati. Possiamo dire che un vincolo olonomo, vincolando
 le coordinate dei punti del sistema, rappresenta una limitazione per le
 configurazioni permesse al sistema. Non solo: supponendo che le funzioni
 che caratterizzano i vincoli siano differenziabili, i vincoli per le posizioni si
 traducono anche in vincoli per gli spostamenti del sistema.
 Nell’esempio del punto vincolato su una superficie, differenziando lacondizione del vincolo (CS.1) abbiamo:
 df ≡ ∇f × dP = 0 (CS.3)
 dove:
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 ∇f ≡
 ∂f
 ∂xi
 , dP ≡ (dxi)
 Poichè ∇f è diretto lungo la normale alla superficie, ne consegue che gli
 spostamenti infinitesimi dP , compatibili con il vincolo sono vettori tangenti
 alla superficie nel punto P .
 Nel secondo esempio, in cui il vincolo è rappresentato da una
 disuguaglianza, non nasce nessuna limitazione per gli spostamenti se è
 verificata la disuguaglianza stretta, dal momento che gli spostamenti sono
 infinitesimi e la disuguaglianza stretta continuerà ad essere verificata anche
 dopo aver incrementato di un infinitesimo le coordinate del punto; mentre
 nascono dei vincoli per gli spostamenti quando si parte da un punto di
 frontiera ( posizione di confine), posizione nella quale il vincolo è verificato
 come uguaglianza:
 x21 + x2
 2 = R2 (CS.4)
 Infatti affinchè lo spostamento sia compatibile con i vincoli occorre
 che la condizione che vincola le posizioni sia soddisfatta anche dopo aver
 incrementato le coordinate del punto, a meno di infinitesimi di ordine
 superiore a quello dell’incremento, cioè al primo. Allora le coordinate
 incrementate devono soddisfare la condizione di vincolo per le posizioni:
 (x1 + dx1)2 + (x2 + dx2)2 ≥ R2
 Sviluppando abbiamo:
 x21 + (dx1)2 + 2x1dx1 + x2
 2 + (dx2)2 + 2x2dx2 ≥ R2
 Tenendo conto che prima dell’incremento il vincolo sussiste nella forma
 dell’uguaglianza (CS.4) e che i termini che contengono i quadrati dei
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 differenziali sono del secondo ordine, e come tali sono trascurabili in
 quanto infinitesimi di ordine superiore al primo, segue la condizione per gli
 spostamenti:
 x1dx1 + x2dx2 ≥ 0 (CS.5)
 risultato uguale a quello che si ottiene direttamente differenziando entrambi
 i membri della disuguaglianza (CS.2). Questa condizione la possiamoriscrivere in forma di prodotto scalare:
 OP × dP = |OP | |dP | cosϑ ≥ 0 (CS.6)
 Poichè i moduli sono non negativi resta di conseguenza la condizione
 sull’angolo ϑ:
 cosϑ ≥ 0
 che deve essere acuto o al più retto.
 • In conclusione un vincolo olonomo, cioè esprimibile in termini finiti,
 rappresenta un vincolo sia per le posizioni che per gli spostamenti del sistema.
 Diremo anolonomo un vincolo che si presenta come una forma
 differenziale non esatta, cioè in termini differenziali non integrabili
 • In questo caso il vincolo rappresenta un vincolo per gli spostamenti delsistema, ma non per le posizioni, perchè non essendo possibile integrare la
 forma differenziale che lo esprime, non si può risalire ad una condizione in
 termini finiti, la quale vincolerebbe le posizioni.
 Un esempio interessante è costituito dal vincolo di puro rotolamento per
 un disco che rotola senza strisciare su un piano (o una superficie).
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 C
 ϑ
 Figura CS. 3: vincolo anolonomo: puro rotolamento di un disco su un piano
 Il vincolo di puro rotolamento impone la condizione differenziale di
 uguaglianza dei cammini (MR.38):
 ds(a) = ds(r)
 Nel nostro caso possiamo anche esprimere:
 ds(r) = R dϑ (CS.7)
 dove ϑ è l’angolo che un diametro solidale con il disco forma con una retta
 solidale con l’osservatore e R è il raggio del disco.
 Inoltre, note le equazioni parametriche della curva che il disco percorre
 con il suo punto di contatto sul piano:
 OC = OC (s(a))
 differenziando otteniamo:
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 dC = dC
 ds(a)ds(a) = T ds(a) (CS.8)
 essendo T il versore tangente alla curva. Moltiplicando scalarmente per T
 riusciamo ad isolare:
 ds(a) = T × dC = T 1dx1 + T 2dx2 + T 3dx3 (CS.9)
 Allora la condizione di puro rotolamento si traduce nel vincolo
 differenziale:
 R dϑ = T 1dx1 + T 2dx2 + T 3dx3 (CS.10)
 Questo non può essere un differenziale esatto, perchè la lunghezza del
 cammino lungo la curva:
 γ
 T idxi
 dipende dalla curva γ che il punto di contatto del disco descrive sul piano,
 mentre un differenziale esatto dà un integrale indipendente dal cammino.
 Notiamo che il vincolo di puro rotolamento diviene olonomo quando il
 problema è ridotto a una sola dimensione, cioè quando si assegna la curva
 sulla quale deve avvenire il rotolamento del disco. In questo caso il disco non
 è vincolato a rotolare senza strisciare su un piano, ma è vincolato addirittura
 sulla curva: l’esempio più comune è quello di un disco vincolato a rotolaresenza strisciare su di una retta.
 In questo caso abbiamo:
 ds(r) = R dϑ, ds(a) = dx (CS.11)
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 O x
 x2
 1C
 ξ
 ξ
 Ω
 ϑ
 1 2
 Figura CS. 4: vincolo olonomo: puro rotolamento di un disco su una retta
 e il vincolo di puro rotolamento è una forma differenziale esatta:
 R ,dϑ = dx (CS.12)
 in quanto la forma differenziale è in una sola variabile e può essere ricondottain termini finiti mediante integrazione:
 R ϑ = x − x0 (CS.13)
 Il vincolo è dunque olonomo. In generale, dunque, un vincolo anolonomo
 si può esprimere come una forma differenziale non esatta fra le coordinate dei
 punti del sistema.
 — vincoli bilaterali e unilaterali
 Abbiamo già visto che i vincoli possono essere espressi mediante
 uguaglianze o mediante disuguaglianze:
 Un vincolo si dice bilaterale se è esprimibile mediante sole relazioni di
 uguaglianza
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 Un vincolo si dice unilaterale se nella sua formulazione contiene
 almeno una relazione di disuguaglianza
 Fra gli esempi che abbiamo esaminato il vincolo espresso dalla (CS.1) è
 un vincolo bilaterale, mentre il vincolo espresso dalla (CS.2) è unilaterale.
 Notiamo che un vincolo può comportare anche più di una condizione
 analitica.
 x
 x2
 1O
 P
 x ≥ 0 x = 01 2
 Figura CS. 5: punto vincolato su una semiretta
 Ad esempio, se si vuole vincolare il punto P del piano x1x2 ad appartenere
 alla semiretta delle ascisse non negative si devono imporre le due condizioni:
 x1 ≥ 0x2 = 0
 (CS.14)
 delle quali una è una disuguaglianza; il vincolo è dunque unilaterale. Quando
 ci si trova nella posizione limite, che si dice posizione di confine, definita dalle
 coordinate (0, 0), allora le limitazioni per gli spostamenti, a partire da quella
 configurazione, si ottengono, praticamente, differenziando entrambi i membri
 delle relazioni di vincolo:
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 dx1 ≥ 0dx2 = 0
 (CS.15)
 — vincoli scleronomi (o indipendenti dal tempo ) e reonomi (o dipendenti
 dal tempo )
 Un vincolo si dice scleronomo quando nella sua formulazione analitica
 non compare la dipendenza esplicita dal tempo
 Un vincolo si dice reonomo quando nella sua formulazione analitica
 compare la dipendenza esplicita dal tempo
 Come esempio di vincolo olonomo reonomo possiamo pensare ad una
 superficie, variabile nel tempo, a cui un punto è vincolato ad appartenere. Per
 un vincolo di questo genere si ha una condizione del tipo:
 f (x1, x2, x3, t) = 0 (CS.16)
 Ad esempio, un punto vincolato sulla superficie di un palloncino sferico
 che viene gonfiato e che ha, quindi, raggio variabile in funzione del tempo.
 L’equazione del vincolo ha in questo caso la forma:
 x21 + x2
 2 + x23 = [R(t)]2 (CS.17)
 — vincoli lisci e vincoli scabri
 Un’ulteriore classificazione dei vincoli fondamentale nella meccanica è
 quella che distingue i vincoli in lisci e scabri: questa distinzione, però non
 è puramente cinematica, in quanto richiede il concetto di forza e perciò
 dobbiamo rimandare ai capitoli successivi la sua formulazione.
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 Figura CS. 6: vincolo reonomo
 Sistemi olonomi
 Un sistema meccanico soggetto a soli vincoli olonomi si dice olonomo.
 Supponiamo di denotare con P 1, P 2, · · · , P n i punti del nostro sistema
 meccanico, e con:
 OP s ≡ (xs, ys, z s), s = 1, 2, · · · , n (CS.18)
 le coordinate dei punti del sistema.
 Supponiamo, poi, che esistano m relazioni di uguaglianza tra loro
 indipendenti (con m ≤ 3n) e p relazioni di disuguaglianza, in termini finiti,
 che rappresentano un vincolo olonomo per il sistema:
 f 1(xs, ys, z s, t) = 0f 2(xs, ys, z s, t) = 0
 · · · · · · · · ·f m(xs, ys, z s, t) = 0
 (CS.19)
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 g1(xs, ys, z s, t) ≥ 0g2(xs, ys, z s, t) ≥ 0
 · · · · · · · · ·g p(xs, ys, z s, t) ≥ 0
 (CS.20)
 Avendo supposto che le relazioni di uguaglianza siano fra loro
 indipendenti, avremo che la matrice rettangolare m × 3n:
 ∂f i∂xs
 ∂f i∂ys
 ∂f i∂zs
 ha rango m ≤ 3n. In tal caso il numero dei vincoli espressi da relazioni di
 uguaglianza è minore, o al più uguale, al numero totale delle coordinate dei
 punti del sistema. Ciò significa che, mediante le m relazioni indipendenti
 (CS.19) possiamo esprimere m delle coordinate dei punti del sistema in
 funzione delle restanti 3n − m e del tempo. Il problema è caratterizzato da:
 N = 3n − m
 variabili indipendenti, oltre al tempo. Come abbiamo già anticipato trattando
 del corpo rigido:
 Il numero delle variabili indipendenti che in un certo istante
 identificano univocamente la configurazione di un sistema meccanico
 si dice numero di gradi di libertà del sistema
 Non siamo obbligati a scegliere N coordinate di punti del sistema come
 come variabili indipendenti, ma possiamo scegliere altrettanto bene delle
 variabili che siano a loro legate mediante una legge di trasformazione
 regolare; anzi questa è la scelta più frequente, perchè in genere è la più
 vantaggiosa.
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 Si chiamano parametri lagrangiani o coordinate lagrangiane le
 variabili indipendenti che identificano univocamente le coordinate di
 tutti i punti di un sistema olonomo in un determinato istante di tempo
 e si denotano con:
 q 1, q 2, · · · , q N
 I punti di un sistema olonomo vengono allora identificati dalle relazioni:
 OP s = OP s(q 1, q 2, · · · , q N , t), s = 1, 2, · · · , n (CS.21)
 L’eventuale dipendenza esplicita dal tempo che nasce dalla stessa
 dipendenza presente nelle relazioni dei vincoli (CS.19) è dovuta alla presenza
 di vincoli reonomi nel sistema. Se i vincoli sono scleronomi i punti del
 sistema olonomo sono individuati da relazioni del tipo:
 OP s = OP s(q 1, q 2, · · · , q N ), s = 1, 2, · · · , n (CS.22)
 Dal punto di vista del moto possiamo allora dire che la conoscenza del
 moto di un sistema olonomo si riconduce alla conoscenza delle funzioni:
 q h = q h(t) (CS.23)
 mediante le quali si possono identificare le coordinate di tutti i punti in
 funzione del tempo.
 • Osserviamo che un sistema costituito da un solo punto è un caso
 particolare di sistema olonomo, per il quale i parametri lagrangiani sono le
 coordinate indipendenti del punto o delle loro funzioni regolari. Anche un
 corpo rigido costituisce un caso particolare di sistema olonomo: se il corpo
 rigido è libero ha sei gradi di libertà e come parametri lagrangiani si scelgono
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 il quale il sistema olonomo viene identificato da un punto le cui N coordinate
 sono le coordinate lagrangiane del sistema. Questo spazio prende il nome di
 spazio delle configurazioni in quanto permette di rappresentare, sotto forma
 di punti, le configurazioni che il sistema meccanico può assumere.
 E’ conveniente, allora, introdurre i vettori ad N componenti:
 q ≡ (q 1, q 2, · · · , q N ) (CS.25)
 per rappresentare in forma compatta le configurazioni del sistema.
 In taluni casi è comodo introdurre anche la coordinata temporale nel
 vettore q nel modo seguente:
 q ≡ (q 0, q 1, q 2, · · · , q N ), q 0 = t (CS.26)
 dove la prima coordinata è il tempo. Si ottiene allora uno spazio-tempo a
 N + 1 dimensioni che prende il nome di spazio degli eventi i cui vettorihanno N + 1 componenti.
 Vettori velocità in un sistema olonomo
 Se differenziamo rispetto al tempo la relazione (CS.21), che identifica
 le posizioni dei punti di un sistema olonomo, otteniamo un’espressione per
 le loro velocità in funzione delle coordinate lagrangiane, delle loro derivate
 rispetto al tempo e, se i vincoli sono reonomi, anche del tempo in maniera
 esplicita; dobbiamo derivare una funzione composta del tempo e otteniamo:
 vs = d
 dtP s(q h, t) =
 ∂P s
 ∂q hq h +
 ∂P s
 ∂t (CS.27)
 con la convenzione di Einstein sugli indici h ripetuti che si intendono sommati
 da 1 ad N . La derivata parziale rispetto al tempo, a secondo membro, compare
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 solo se il vincolo è reonomo e rappresenta il contributo alla velocità dovuto
 alla variazione del vincolo.
 Spostamenti possibili e virtuali
 Dato un sistema olonomo possiamo considerare diversi tipi di spostamenti
 infinitesimi. Matematicamente tali spostamenti si ottengono differenziando in
 maniera opportuna i vettori OP s che identificano i punti del sistema:
 — spostamento possibile
 Uno spostamento possibile è uno spostamento infinitesimo che tiene
 conto dei vincoli e della loro eventuale dipendenza dal tempo (nel caso
 che i vincoli siano reonomi)
 Si ottiene differenziando la (CS.21) e lo indichiamo con il simbolo ∂ P s.
 Si caratterizza come:
 ∂P s = ∂P s
 ∂q h∂q h +
 ∂P s
 ∂t ∂t (CS.28)
 — spostamento virtuale
 Uno spostamento virtuale è uno spostamento infinitesimo che tiene
 conto dei vincoli, ma non della loro eventuale dipendenza dal tempo
 Il tempo viene pensato come fissato al valore che ha all’inizio dello
 spostamento e mantenuto costante durante lo spostamento. Si può anche
 pensare lo spostamento virtuale come uno spostamento istantaneo, cioè uno
 spostamento che avviene con velocità infinita in un intervallo di tempo nullo.
 Evidentemente si tratta di uno spostamento che noi immaginiamo di far
 compiere idealmente al sistema. Indichiamo lo spostamento virtuale con δP s.
 Poichè t è fissato durante lo spostamento virtuale, esso risulta caratterizzato
 come:
 δP s = ∂P s
 ∂q hδq h (CS.29)
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 Osserviamo che se i vincoli sono scleronomi gli spostamenti possibili e
 virtuali vengono a coincidere.
 Vediamo invece un esempio con un vincolo reonomo: un punto vincolato
 su una circonferenza di raggio variabile, di equazione cartesiana:
 x2 + y2 = [R(t)]2 (CS.30)
 Se agiamo con l’operatore δ , che tratta il tempo come una costante,
 otteniamo:
 xδx + yδy = 0
 Ovvero, in termini di vettori:
 OP × δP = 0
 relazione che ci dice che lo spostamento virtuale è tangente alla curva del
 vincolo nello spazio bidimensionale all’istante t nel quale si effettua lo
 spostamento. Se invece agiamo con l’operatore ∂ otteniamo:
 x∂x + y∂ y = R(t) R(t) ∂t
 Ovvero: nello spazio-tempo a 3 dimensioni il vettore a tre componenti:
 (∂x,∂y,∂t) è tangente alla superficie conica di equazione (CS.21).
 Spostamenti reversibili e irreversibili
 Sottolineiamo che sia gli spostamenti possibili che quelli virtuali sono
 spostamenti ideali che noi immaginiamo di far compiere al sistema e non
 vanno confusi con lo spostamento fisico che il sistema effettivamente compie
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 δ P
 ∂ P
 R
 2
 1
 R
 Figura CS. 7: spostamento possibile e virtuale
 x
 x
 t
 1
 2O
 δ P
 ∂ P
 Figura CS. 8: rappresentazione spazio-temporale degli spostamenti per un
 punto su una circonferenza di raggio variabile
 sotto l’azione di forze che lo sollecitano, a partire da determinate condizioni
 iniziali.
 Per concludere la trattazione cinematica sui vincoli notiamo che quando
 sono presenti dei vincoli unilaterali, affinchè gli spostamenti siano compatibili
 con i vincoli, dovranno essere rispettate, nelle configurazioni di confine,
 anche le disuguaglianze per gli spostamenti che sono conseguenza delle
 condizioni sulle posizioni. Infatti se è presente un vincolo in termini finiti
 del tipo:
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 g(q h, t) ≥ 0
 quando siamo in una configurazione di confine dovrà valere come
 uguaglianza:
 g(q h, t) = 0
 Dopo aver incrementato le coordinate lagrangiane non ci troveremo più in
 configurazione di confine, quindi dovremo avere:
 g(q h + ∂q h, t + ∂t) ≥ 0
 Ora sviluppando risulta:
 g(q h + ∂q h, t + ∂t) = g(q h, t) + ∂g + O(2)
 Segue che, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo deve essere
 soddisfatta la condizione sugli spostamenti:
 ∂g = ∂g
 ∂q h∂q h +
 ∂g
 ∂t ∂t ≥ 0
 Le condizioni che nascono per gli spostamenti, in presenza di
 vincoli unilaterali, conducono a introdurre una ulteriore distinzione nella
 classificazione degli spostamenti: si tratta della distinzione fra spostamento
 reversibile e spostamento irreversibile:
 — Uno spostamento possibile (o rispettivamente virtuale) si dice
 reversibile se lo spostamento opposto a partire dalla stessa configurazione è
 possibile (o rispettivamente virtuale). In caso contrario lo spostamento si dice
 irreversibile.

Page 185
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 185/473
 184 A. Strumia, Meccanica razionale
 P
 ∂ P
 - ∂ P
 P
 ∂ P
 Figura CS. 9: spostamento reversibile (a sinistra) e irreversibile (a destra)
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 Per la trattazione riguardante i baricentri non ci è più sufficiente
 considerare i corpi come insiemi di punti geometrici, ma abbiamo bisogno di
 introdurre una nuova informazione che riguarda la distribuzione della materia
 nei corpi stessi. Questa informazione viene dal concetto di massa che ora
 introdurremo. Considereremo perciò dei punti ai quali viene associata una
 massa.
 Un punto al quale viene associata una massa prende il nome di punto
 materiale e lo indicheremo con: (P, m).
 Un sistema di punti a ciascuno dei quali è associata una massa si dice
 sistema di punti materiali.
 • E’ importante rilevare che il capitolo riguardante i baricentri si può
 sviluppare indipendentemente dalla statica e dalla dinamica dei sistemi: esso
 richiede oltre, alla conoscenza della geometria dei corpi in senso stretto,
 solo una conoscenza che riguarda la distribuzione della massa. Non sononecessarie nè conoscenze riguardanti il moto del sistema, nè conoscenze
 riguardanti le forze agenti su di esso. Parlando dei baricentri e dei momenti di
 inerzia, che vedremo nel prossimo capitolo, si parla perciò di geometria delle
 masse.
 Massa
 Quanto basta a noi del concetto di massa, in questo capitolo e in quellosuccessivo, sono le proprietà indipendenti dal moto dei corpi.
 Chiamiamo massa e la denotiamo con la lettera m uno scalare che gode
 delle seguenti proprietà:
 — è sempre positivo (nullo nel caso di un punto geometrico o di un
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 sistema di punti geometrici);
 — è indipendente dallo stato cinetico (cioè dal moto del punto o del
 sistema);
 — è invariante rispetto a qualsiasi gruppo di trasformazioni del sistema di
 coordinate;
 — è additivo: la massa totale di un sistema di n punti materiali è la somma
 delle masse dei punti che lo costituiscono:
 m =n
 s=1
 ms
 Questo comporta anche che se un corpo è suddivisibile in parti la massa
 totale del corpo è uguale alla somma delle masse delle sue parti.
 Densità
 Se il corpo è continuo si suppone di poter introdurre sempre la
 funzione densità di massa. In un continuo consideriamo degli elementi
 sufficientemente piccoli di volume ∆V (se il continuo è un corpo
 tridimensionale), o di superficie ∆A (se il continuo è bidimensionale) o di
 linea ∆s (se il continuo è distribuito lungo una curva), attorno ad ogni suo
 punto P . Denotiamo con ∆C l’elemento generico del continuo, intendendo
 che si potrà trattare di un elemento di volume, di superficie o di linea, a
 seconda dei casi. A ciascun elemento del continuo ∆C , centrato in un puntoP pensiamo di associare un elemento di massa ∆m.
 Allora si suppone che esista il:
 lim∆C →0
 ∆m
 ∆C
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 e che sia una funzione delle coordinate del punto P attorno al quale è centrato
 l’elemento del continuo ∆C .
 Questa funzione prende il nome di densità e la si denota con:
 µ = µ(P ) = lim∆C →0
 ∆m
 ∆C =
 dm
 dC (BA.1)
 e si tratterà di una densità di volume se il corpo è tridimensionale, di una
 densità di superficie o superficiale se la materia del corpo è distribuita su di
 una superficie, di una densità lineare se è distribuito lungo una curva.
 Di conseguenza l’elemento di massa associato a ciascun elemento di
 volume del corpo continuo si può scrivere come:
 dm = µ(P ) dC (BA.2)
 Per la proprietà additiva della massa possiamo allora scrivere la massa
 totale del corpo sotto forma di integrale:
 m = C
 µ(P )dC (BA.3)
 avendo indicato con C il dominio di integrazione.
 Un corpo si dice poi omogeneo quando la funzione µ è costante , cioè
 non varia al variare del punto P . In questo caso la funzione µ si può portare
 fuori del segno di integrale e si ottiene:
 m = C
 µdC = µ C
 dC = µC
 dove:
 C = C
 dC (BA.4)
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 rappresenta la misura (rispettivamente volume, area, o lunghezza a seconda
 dei casi) del dominio di integrazione, cioè del corpo in questione. Allora, per
 un corpo omogeneo la densità è il rapporto fra la massa totale del corpo e la
 misura del dominio che caratterizza il corpo:
 µ = m
 C (BA.5)
 Baricentro
 Supponiamo di avere un sistema di punti materiali che, per semplicità,
 pensiamo particellare (l’estensione al continuo è poi una conseguenza ovvia)
 costituito da n punti materiali:
 (P s, ms) , s = 1, 2, · · · , n
 Scelto poi un versore u qualunque, e uno scalare positivo k associamo a
 ciascun punto materiale un vettore applicato, parallelo ad u tale che:
 vs = msk (BA.6)
 Otteniamo in questo modo un sistema di vettori paralleli e concordi con
 u.
 Possiamo allora introdurre anche la componente del risultante in direzione
 di u, uguale al suo modulo, come:
 R =n
 s=1
 vs =n
 s=1
 msk = mk (BA.7)
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 essendo m la massa totale del sistema. Avendo supposto k positivo e quindi
 non nullo (e supponendo che le masse dei punti non siano tutte nulle) ne
 consegue che R = 0 e quindi esiste il centro del sistema di vettori applicati
 paralleli che abbiamo introdotto. Tale centro dei vettori paralleli è per
 definizione il baricentro del nostro sistema di masse e lo denotiamo con G.
 Si dice baricentro di un sistema di punti materiali il centro di qualunque
 sistema di vettori paralleli concordi proporzionali alle masse e applicati
 nei punti del sistema
 Applicando la formula del centro dei vettori paralleli (VA.46) e
 introducendovi le informazioni (BA.6) e (BA.7) otteniamo:
 OG = 1
 mk
 ns=1
 mskOP s
 dalla quale semplificando k abbiamo la formula che definisce il baricentro:
 OG = 1
 m
 ns=1
 msOP s (BA.8)
 Scelto un riferimento cartesiano ortogonale Oxyz possiamo proiettare la
 (BA.8) ottenendo le formule per le coordinate del baricentro:
 xG = 1
 m
 ns=1
 msxs, yG = 1
 m
 ns=1
 msys, z G = 1
 m
 ns=1
 msz s (BA.9)
 avendo indicato con:
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 xG = 1
 C
 C
 xdC, yG = 1
 C
 C
 ydC, z G = 1
 C
 C
 zdC (BA.14)
 Osserviamo come tutte le formule che definiscono il baricentro non
 dipendono mai dalla scelta della costante k di proporzionalità che si elide. Il
 baricentro ha tutte le proprietà del centro dei vettori paralleli e in particolare
 dei vettori paralleli concordi.
 Proprietà di ubicazione del baricentro
 E’ possibile dare alcune proprietà, che prendono il nome di proprietà di
 ubicazione del baricentro che servono a localizzare almeno parzialmente il
 baricentro, senza dover ricorrere al calcolo diretto di tutte le sue coordinate,
 ma basandosi su informazioni geometriche relative alla forma del corpo
 e al modo come è distribuita la massa. Queste proprietà divengonoparticolarmente utili quando il corpo è continuo, perchè, in questo caso,
 servono a ridurre il numero degli integrali che vanno calcolati per identificare
 le coordinate del baricentro. Nel caso più generale, infatti, si dovrebbero
 calcolare quattro integrali: uno per valutare la massa totale del sistema, nota
 la densità, e tre per le coordinate del baricentro.
 Le enunciamo e le dimostriamo:
 — se un sistema di punti materiali appartiene ad un piano anche il
 baricentro appartiene al piano del sistema.
 Scelto il sistema cartesiano in modo che il piano coordinato xy coincida
 con il piano del sistema materiale, le coordinate di ogni punto dovranno
 soddisfare l’equazione del piano:
 z = 0
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 Perciò si ha:
 z s = 0, s = 1, 2, · · · , n
 G
 P
 PP
 PP
 1
 2 s
 n3m
 m
 m
 m
 m1
 2 s
 n3
 O
 x
 y
 z
 Figura BA.1: il baricentro di un sistema piano appartiene al piano
 Di conseguenza nella terza delle (BA.9) segue:
 z G = 0
 Dunque anche il baricentro appartiene al piano. Analogamente nel caso
 del corpo continuo.
 — se un sistema di punti materiali è non esterno ad una superficie
 convessa (o se il sistema sta su un piano è non esterno ad una curva convessa)
 allora il baricentro si trova non esterno alla superficie (o rispettivamente alla
 curva) convessa.
 In forza della definizione di baricentro che abbiamo dato, questa proprietà
 è una conseguenza delle proprietà del centro dei vettori paralleli concordi, ed
 è già stata dimostrata nel capitolo riguardante i vettori applicati.
 — se un sistema di punti materiali appartiene ad un segmento di retta,
 allora il baricentro si trova non esterno al segmento.
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 Per dimostrare questa proprietà utilizziamo la prima proprietà: il
 segmento si trova infatti sulla retta di intersezione di (almeno) due piani ai
 quali il sistema viene di conseguenza ad appartenere. Allora il baricentro si
 dovrà trovare, per la prima proprietà su ciascuno dei due piani, quindi sulla
 loro retta di intersezione che è la retta del segmento. Questo ci permette
 di concludere che il baricentro si trova sulla retta del segmento al quale
 appartiene il sistema di punti materiali.
 Figura BA.2: se un sistema appartiene a un segmento anche il baricentro sta sul
 segmento
 Ora un segmento si può racchiudere all’interno di una curva convessa che
 passa per i suoi estremi: allora il baricentro si deve trovare non esterno alla
 curva convessa. In conclusione il baricentro starà nell’insieme intersezione
 fra la retta e l’insieme del quale la curva convessa è frontiera: dunque si
 troverà non esterno al segmento (estremi inclusi: evidentemente il baricentro
 si potrà trovare su un estremo del segmento solamente quando tutta la massadel segmento è concentrata in quell’estremo).
 — proprietà distributiva del baricentro: se un sistema di massa M è
 suddivisibile in due sottosistemi di masse rispettive: M 1 e M 2 e di baricentri
 G1 e G2 allora il baricentro del sistema complessivo è il baricentro dei
 baricentri dei due sottosistemi, cioè:
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 OG = M 1OG1 + M 2OG2
 M 1 + M 2
 G G1 2
 Figura BA.3: proprietà distributiva del baricentro
 Tabuliamo, per comodità, con s = 1, 2, · · · , p i punti del primo
 sottosistema, e con: s = p + 1, p + 2, · · · , n i punti del secondo sottosistema.
 Allora per la definizione di baricentro (BA.8) i baricentri dei sue sottosistemisi possono identificare come:
 OG1 = 1
 M 1
 ps=1
 msOP s, OG2 = 1
 M 1
 ns= p+1
 msOP s
 Da questo otteniamo che:
 M 1OG1 + M 2OG2
 M 1 + M 2= 1
 M
 ps=1
 msOP s +n
 s= p+1
 msOP s = 1
 M
 ns=1
 msOP s
 E quindi per la definizione di G, l’enunciato. Suddividendo in più di
 due parti il sistema di partenza, è possibile iterare il procedimento appena
 illustrato e concludere che: se un sistema è suddivisibile in più sottosistemi,

Page 198
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 198/473
 baricentri 197
 allora il baricentro del sistema complessivo si ottiene calcolando il baricentro
 dei baricentri delle singole parti.
 — se un sistema ammette un piano diametrale allora il baricentro
 appartiene al piano diametrale.
 Per piano diametrale, coniugato ad una retta r, si intende un piano che
 suddivide il sistema in coppie di punti, ciascuna delle quali è costituita da
 punti di uguale massa, che si trovano agli estremi di un segmento parallelo
 alla retta r , il cui punto medio appartiene al piano. In particolare se il pianodiametrale è coniugato con una retta ad esso ortogonale esso si dice piano di
 simmetria di massa per il sistema.
 G
 r
 Figura BA.4: piano diametrale
 La dimostrazione di questa proprietà di ubicazione del baricentro si
 fonda sulle proprietà precedenti: ciascuna coppia di punti costituisce un
 sottosistema che appartiene ad un segmento, quindi il baricentro si trovasul segmento; in particolare le masse dei due punti sono uguali, quindi il
 baricentro si trova nel punto medio di ciascun segmento. Ora tutti i baricentri
 di ciascun sottosistema di coppie di punti di ugual massa vengono a trovarsi
 sul piano diametrale: di conseguenza, per la prima proprietà il baricentro
 dei baricentri si trova sul piano stesso; e per la proprietà distributiva del
 baricentro, quest’ultimo è il baricentro dell’intero sistema.
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 MI. Momenti d’inerzia
 Consideriamo un sistema particellare di n punti materiali:
 (P s, ms) , s = 1, 2, · · · , n
 e una retta r nello spazio; indicata con δ s la distanza del generico punto P sdalla retta r , si definisce momento d’inerzia rispetto alla retta r , del sistema
 di masse considerato, lo scalare:
 J r =r
 s=1
 msδ 2s (MI.1)
 Il momento d’inerzia è uno scalare e, perciò è invariante rispetto alle
 rotazioni e traslazioni degli assi, dipendendo solamente dalle masse e dalledistanze dei punti da una retta, che sono quantità invarianti rispetto alle
 predette trasformazioni dei sistemi di coordinate. Esso può variare nel tempo
 solo se mutano le distanze o ci sono variazioni di massa.
 r
 P
 P
 P
 P1
 2
 s
 n
 m
 m
 m
 m2
 1
 s
 nδ
 δ
 δ
 δ
 1
 2
 s
 n
 Figura MI. 1: momento d’inerzia rispetto a una retta per un sistema discreto
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 Se il corpo è continuo la definizione precedente viene estesa in modo
 naturale e si ha:
 J r = C
 δ 2dm (MI.2)
 P dm = µ dC
 r
 δ
 Figura MI. 2: momento d’inerzia rispetto a una retta per un sistema continuo
 da cui introducendo la densità:
 J r = C
 µδ 2dC (MI.3)
 essendo δ e µ funzioni delle coordinate del punto variabile P nel quale è
 centrato l’elemento dC .
 • Il momento d’inerzia dipende dalla retta rispetto alla quale vienecalcolato.
 Ciò comporta, che per esempio, per un continuo bisogna calcolare
 un’integrale per il momento d’inerzia relativo ad ogni retta alla quale si è
 interessati in un certo problema meccanico. Per ridurre al minimo il numero
 degli integrali da calcolare ci si può servire di due metodologie:

Page 202
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 202/473
 momenti d’inerzia 201
 — la prima permette di collegare fra loro i valori dei momenti d’inerzia
 relativi a rette fra loro parallele, nota l’ubicazione del baricentro del sistema;
 — la seconda permette, invece di collegare fra loro i valori dei momenti
 d’inerzia relativi a rette che escono tutte da uno stesso punto, quindi in
 direzioni differenti. Ora le vediamo entrambe.
 Teorema di Huygens-Steiner
 Questo teorema costituisce la base della prima metodologia, che permette
 di collegare fra loro i momenti d’inerzia relativi a rette parallele una volta che
 sia nota l’ubicazione del baricentro. Lo enunciamo e lo dimostriamo:
 Dato un sistema di punti materiali la cui massa totale è m , il momento
 d’inerzia J rispetto ad una retta r , è correlato al momento d’inerzia J Grispetto ad una retta rG , passante per il baricentro, parallela alla r , e distante
 d da essa, mediante la relazione:
 J = J G + m d2 (MI.4)
 DIMOSTRAZIONE
 Conduciamo la dimostrazione per un corpo discreto, dal momento che il
 caso continuo si tratta in maniera del tutto analoga.
 Per la definizione di momento d’inerzia (MI.1) abbiamo:
 J =n
 s=1
 msδ 2s
 e:
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 J G =n
 s=1
 msδ s2
 dove con δ s abbiamo indicato la distanza del punto P s dalla retta rG.
 Scegliamo due sistemi di assi cartesiani ortogonali Oxyz e Oxyz come
 in figura (MI. 3), con l’asse y in comune, gli assi z e rispettivamente z che
 coincidano con le rette r ed rG. Il baricentro si troverà allora sull’asse z
 e puòanche essere scelto come origine degli assi (anche se ciò non è necessario).
 O
 x x'
 y = y'=
 z'z
 d
 Psδ
 δ
 's
 s
 Figura MI. 3: teorema di Huygens-Steiner: scelta degli assi
 Rispetto a questi sistemi di assi le distanze al quadrato dei singoli punti del
 sistema dalle rette r ≡ z e rG ≡ z sono espresse in termini delle coordinate
 come:
 δ 2s = x2
 s + y2s , δ s2
 = x
 s2
 + y
 s2
 essendo le quantità con l’apice riferite al sistema il cui terzo asse contiene il
 baricentro.
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 Per passare da un sistema di coordinate all’altro occorre compiere la
 traslazione:
 x = x, y = y + d, z = z
 che sostituita nell’espressione di δ s2 comporta il legame:
 δ s2 = x2
 s + y2s = x
 s2 + (y
 s + d)2 = x
 s2 + y
 s2 + d2 + 2y
 sd
 Ovvero:
 δ s2 = δ s
 2 + d2 + 2y
 sd (MI.5)
 Sostituendo la (MI.5) nella espressione del momento d’inerzia J otteniamo:
 J =n
 s=1
 ms(δ s2 + d2 + 2y
 s2
 d) =n
 s=1
 msδ s2 +
 ns=1
 msd2 + 2n
 s=1
 msy
 sd
 dalla quale arriviamo a:
 J = J G + md2 + 2dn
 s=1
 msy
 s
 Ma l’ultimo termine nella relazione precedente è nullo in quanto il
 baricentro si trova sull’asse z ≡ rG e quindi:
 ns=1
 msy
 s = my
 G = 0
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 J = J + m(d2 − d2) (MI.6)
 Notiamo che non compare il quadrato della distanza fra le due rette r
 e r, ma la differenza dei quadrati delle loro distanze dal baricentro. Ora
 il legame fra i quadrati delle distanze, non essendo lineare, ma quadratico,
 richiede la conoscenza delle distanze fra le rette r e r che non passano per
 il baricentro e la retta rG passante per il baricentro; e quindi l’informazione
 sulla localizzazione del baricentro influisce sulla determinazione dei momentid’inerzia rispetto a rette fra loro parallele.
 In realtà c’ è un caso in cui sussiste la relazione pitagorica:
 d2 = d2 − d2
 dove d indica la distanza fra le rette r ed r , ed è il caso in cui le tre rette r ,
 r e rG sono rette generatrici di una superficie cilindrica la cui sezione retta è
 circolare e ha diametro d e le rette rG ed r appartengono a un piano passante
 per l’asse del cilindro.
 r' r''
 rG
 G
 d
 d''d'
 Figura MI. 5: caso in cui le rette r, r e rG sono generatrici di un cilindro
 circolare retto
 In questo caso è legittimo scrivere:
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 J = J + md2
 e il baricentro non figura direttamente; tuttavia la sua ubicazione è nota a
 causa delle condizioni geometriche ben precise che sono state assegnate.
 Matrice d’inerzia
 Visto il legame fra i momenti d’inerzia rispetto ad assi paralleli fra loro,
 viene naturale chiedersi come si può determinare un legame fra i momenti
 d’inerzia realtivi a rette uscenti da uno stesso punto, aventi direzioni fra loro
 differenti. In altri termini ci domandiamo come varia il momento d’inerzia
 al variare del versore u di una retta uscente dall’origine O di un sistema
 cartesiano scelto arbitrariamente. La risposta a questa domanda ci conduce
 alla seconda metodologia per il calcolo dei momenti d’inerzia di un corpo
 rispetto ad una retta, con il minimo numero di integrali possibile.
 O
 x
 x
 x3
 2
 1
 u
 r
 Figura MI. 6: retta di direzione variabile uscente dall’origine
 Vogliamo calcolare il momento d’inerzia di un corpo rispetto alla retta r,
 uscente da O in funzione del versore u della retta. Questa volta conduciamo
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 i calcoli per un corpo continuo, anche perchè, in questo modo, evitiamo gli
 indici relativi alla numerazione dei punti del sistema.
 Per la definizione di momento d’inerzia (MI.3) abbiamo:
 J = C
 µδ 2dC
 O
 P
 Q
 δ
 u
 Figura MI. 7: determinazione della distanza del punto P dalla retta r
 Ora la distanza δ del generico punto P del corpo dalla retta r di direzione
 u si può determinare mediante la relazione pitagorica:
 δ 2 = (OP )2 − (OQ)2 = (OP )2 − (OP × u)2 (MI.7)
 essendo Q la proiezione di P su r. Possiamo mettere in evidenza il versore u
 che non dipende dal punto P , ma solamente dalla retta; infatti:
 OP × u = xiui
 avendo denotato con:
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 OP ≡ (xi), u ≡ (ui)
 le rispettive componenti dei vettori rispetto agli assi cartesiani. Ma allora
 possiamo scrivere:
 (OP × u)2 = (xiui)(xkuk) = ui[(xixk)uk]
 Ora ricordiamo che per definizione di prodotto tensoriale si ha:
 OP ⊗ OP = xixk
 Dunque possiamo scrivere:
 (OP × u)2 = u × [(OP ⊗ OP )u] (MI.8)
 Le parentesi quadre sono di per sè superflue e si possono omettere:
 sono state introdotte solamente per visualizzare meglio l’azione della matrice
 OP ⊗ OP sul vettore u e il fatto che il vettore trasformato (OP ⊗ OP )uviene poi moltiplicato scalarmente per il vettore u.
 Notiamo che possiamo anche scrivere il primo termine della (MI.7) come:
 (OP )2 = (OP )2u2 = (OP )2u× ( I ∼u) (MI.9)
 avendo tenuto conto del fatto che:
 u2 = 1
 trattandosi di un versore. Sostituendo i risultati (MI.8) e (MI.9) nella (MI.7)
 otteniamo finalmente:
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 δ 2 = u× [(OP )2 I ∼ − OP ⊗ OP ]u (MI.10)
 Questa informazione, sostituita nell’integrale del momento d’inerzia ci dà:
 J = C
 µu × [(OP )2 I ∼ − OP ⊗ OP ]udC
 Dal momento che u non dipende dal punto P , ma solo dalla direzionedella retta r che non varia durante l’integrazione, possiamo portarlo fuori dal
 segno di integrale, ottenendo:
 J = u ×
 C
 µ[(OP )2 I ∼ − OP ⊗ OP ]dC
 u (MI.11)
 Si chiama matrice d’inerzia la matrice:
 σ∼ = C
 µ[(OP )2
 I ∼ − OP ⊗ OP ]dC (MI.12)
 che non dipende dalla direzione u della retta, ma solamente dalla
 distribuzione della massa nel corpo. Avendo introdotto la matrice d’inerzia,
 il momento d’inerzia rispetto ad assi concorrenti in uno stesso punto, in
 funzione della loro direzione u si esprime mediante la forma quadratica:
 J = u × σ∼ u (MI.13)
 La matrice d’inerzia gode delle seguenti due proprietà:
 — è simmetrica: infatti in base alla sua definizione è immediato verificare
 che σ∼T
 = σ∼— è definita positiva: ricordiamo che una matrice A∼ si dice definita
 positiva se e solo se:
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 v × A∼v > 0 ∀v = 0
 v × A∼v = 0 ⇐⇒ v = 0
 Osserviamo che se, in queste relazioni, introduciamo il versore u del
 vettore v , risulta:
 v = |v| u
 E dunque:
 v × A∼v = |v|2u × A∼u (MI.14)
 Dire che la matrice A∼ è definita positiva allora equivale a dire che:
 u × A∼u > 0, ∀u
 perchè essendo u un versore non è mai nullo; e la forma quadratica (MI.14)
 risulta nulla se e solo se |v| = 0 cioè se e solo se v è nullo.
 Allora possiamo concludere che la matrice d’inerzia è definita positiva in
 quanto il momento d’inerzia è per definizione un numero positivo. Fanno
 eccezione i casi degeneri in cui la massa del sistema è concentrata lungo una
 retta (oppure è nulla). In questi casi eccezionali la matrice d’inerzia risulta
 essere semidefinita positiva (o rispettivamente nulla).
 Rappresentiamo la matrice d’inerzia sugli assi cartesiani calcolando i suoi
 elementi di matrice:
 σik = C
 µ(x jx jδ ik − xixk) dC (MI.15)
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 Di qui ricaviamo gli elementi della diagonale principale, che solitamente
 vengono denotati con le lettere A, B , C :
 A = σ11 = C
 µ(x2
 2 + x2
 3) dC =
 C
 µ(y2 + z 2) dC (MI.16)
 B = σ22 = C
 µ(x2
 1 + x2
 3) dC =
 C
 µ(x2 + z 2) dC (MI.17)
 C = σ33 = C
 µ(x2
 1 + x2
 2) dC =
 C
 µ(x2 + y2) dC (MI.18)
 • Osservando queste relazioni si conclude che gli elementi della diagonale
 principale della matrice d’inerzia sono i momenti d’inerzia calcolati rispetto
 agli assi cartesiani.
 Calcoliamo ora gli elementi che hanno indici fra loro diversi e che si
 denotano nel modo seguente, in modo da eliminare i segni negativi che
 compaiono nel calcolo:
 A = −σ23 = −σ32 = C
 µx2x3 dC = C
 µyz dC (MI.19)
 B = −σ13 = −σ31 = C
 µx1x3 dC = C
 µxz dC (MI.20)
 C =
 −σ12 =
 −σ21 = C µx1x2 dC = C µxy dC (MI.21)
 Le quantità A, B, C pur avendo le dimensioni di momenti d’inerzia
 non appaiono avere un significato immediatamente leggibile; essi tuttavia
 sono responsabili dei fenomeni di deviazione dall’asse di rotazione che
 esamineremo nella dinamica del corpo rigido. Prendono perciò il nome di
 momenti di deviazione o momenti centrifughi.
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 Con queste notazioni la matrice d’inerzia si rappresenta mediante la
 tabella:
 σ∼ ≡
 A −C −B
 −C B −A
 −B −A C
 (MI.22)
 Anche le componenti del versore u solitamente vengono denotate in
 maniera particolare: si scrivono cioè come:
 u ≡ (α , β , γ ) (MI.23)
 e rappresentano i coseni direttori della retta variabile r rispetto agli assi
 cartesiani. Con queste notazioni la forma quadratica del momento d’inerzia
 (MI.13) si scrive in maniera estesa come:
 J = Aα2 + Bβ 2 + Cγ 2
 −2Aβγ
 −2Bαγ
 −2C αβ (MI.24)
 • Sottolineiamo, infine, il fatto che la matrice d’inerzia dipende dalla
 scelta del punto O centro della stella di rette di direzione variabile u e
 concorrenti in O . Di conseguenza per lo stesso corpo esistono tante matrici
 d’inerzia quanti sono i punti dello spazio, che possono essere scelti come
 origine a cui riferire la matrice. Esistono, perciò ∞3 matrici d’inerzia per ogni
 corpo. Di conseguenza, dove possano sorgere ambiguità conviene denotare
 con σ∼ O la matrice d’inerzia di un corpo riferita al centro O.
 Assi principali d’inerzia
 La matrice d’inerzia, essendo simmetrica, è sicuramente diagonalizzabile
 e possiede autovalori reali e una base ortonormale di autovettori; in più,
 essendo anche definita positiva i suoi autovalori sono positivi.
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 Possiamo, perciò introdurre la seguente definizione di asse principale
 d’inerzia:
 Si dice asse principale d’inerzia, relativo ad una matrice σ∼ una retta,
 passante per O , che ha la direzione di un autovettore di σ∼
 Per una matrice simmetrica i cui autovalori sono distinti gli assi principali
 sono tre e sono fra loro ortogonali. Se la matrice possiede autovalori
 multipli (cioè non tutti distinti) gli assi principali sono infiniti in quanto in
 corrispondenza di un autovalore doppio esiste un piano invariante rispetto
 all’azione della matrice. Se addirittura tutti e tre gli autovalori sono
 coincidenti tutto lo spazio R3 risulta invariante.
 • Se si riferisce la matrice d’inerzia ad un sistema cartesiano i cui assi
 sono assi principali d’inerzia la matrice assume forma diagonale e i momenti
 di deviazione risultano essere nulli. In questo caso i momenti A, B e C relativi
 agli assi cartesiani prendono il nome di momenti principali d’inerzia.
 In questo caso la forma quadratica che permette di calcolare il momento
 d’inerzia relativo ad una retta passante per O, di coseni direttori α, β , γ si
 semplifica notevolmente, riducendosi a:
 J = Aα2 + Bβ 2 + Cγ 2 (MI.25)
 Ellissoide d’inerzia
 E’ noto dalla geometria (si possono vedere a questo proposito alcuni
 richiami nell’appendice AL - Algebra vettoriale e matriciale ) che ad ogni
 matrice simmetrica può essere associata una quadrica e, quando la matrice è
 definita positiva la quadrica, il cui centro coincide con l’origine degli assi ai
 quali si riferisce la matrice, è un ellissoide. Indicando con A∼ la matrice e con
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 x il vettore che identifica il generico punto della quadrica, l’equazione della
 quadrica si esprime nella forma:
 x × A∼x = 1 (MI.26)
 La nostra matrice d’inerzia σ∼ è simmetrica e definita positiva, dunque ad
 essa possiamo associare un ellissoide di equazione:
 x× σ∼ x = 1 (MI.27)
 che prende il nome di ellissoide d’inerzia.
 Ma abbiamo visto che il momento d’inerzia rispetto ad assi concorrenti in
 O è dato dalla relazione (MI.13), che possiamo riscrivere in una forma che
 ora ci è utile per un confronto con la (MI.27):
 u√ J × σ∼u√ J = 1 (MI.28)
 Evidentemente la (MI.27) e la (MI.28) devono identificarsi e questo
 comporta che:
 x = u√ J (MI.29)
 Questa relazione definisce l’ellissoide d’inerzia come il luogo geometrico
 dei punti dello spazio la cui distanza dall’origine O , al variare della retta r
 di versore u è data da:
 |x| = 1√ J (MI.30)
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 Figura MI. 8: ellissoide d’inerzia
 Anche da questa condizione si vede subito, senza bisogno di analizzare
 le proprietà della matrice, che la quadrica in questione è un ellissoide, dal
 momento che, essendo il momento d’inerzia sempre positivo (a parte i casi
 degeneri) risulta sempre:
 |x| = 1√ J < +∞
 e quindi tutti i punti della quadrica si trovano a una distanza finita dall’origine
 O, cioè sono racchiudibili entro una regione limitata dello spazio, ovvero
 la quadrica non possiede punti impropri. Ma l’unica quadrica che non ha
 punti impropri ed è quindi racchiudibile in una regione limitata dello spazio è
 l’ellissoide.
 La relazione (MI.30) ha anche un’utilizzazione per la determinazionegrafica del momento d’inerzia: infatti, noto l’ellissoide d’inerzia di un corpo
 è possibile rappresentare su un foglio di carta la sua sezione con un piano al
 quale appartiene una retta rispetto alla quale si vuole conoscere il momento
 d’inerzia (ellisse d’inerzia). Allora è sufficiente misurare la distanza |x|,riportarla nella scala in cui è stato fatto il grafico per ottenere il momento
 d’inerzia:

Page 217
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 217/473
 216 A. Strumia, Meccanica razionale
 J = 1
 |x|2
 Scritta per esteso l’equazione dell’ellissoide d’inerzia, si ottiene
 sviluppando la (MI.27) ed è data dalla seguente relazione:
 Ax2 + By2 + Cz 2
 −2Ayz
 −2Bxz
 −2C xy = 1 (MI.31)
 Nel caso in cui gli assi cartesiani siano assi principali d’inerzia, come
 abbiamo visto, la matrice d’inerzia diviene diagonale, annullandosi i momenti
 di deviazione. Allora l’equazione dell’ellissoide d’inerzia assume la forma
 canonica:
 Ax2 + By2 + Cz 2 = 1 ⇐⇒ x2
 a2 +
 y2
 b2 +
 z 2
 c2 = 1 (MI.32)
 dove i semiassi dell’ellissoide sono correlati ai momenti principali d’inerzia
 dalle relazioni:
 a = 1√
 Ab =
 1√ B
 c = 1√
 C
 Gli assi principali d’inerzia, che abbiamo precedentemente definito in
 relazione alla matrice σ∼ , allora vengono a coincidere con gli assi di
 simmetria dell’ellissoide d’inerzia, in quanto, riferita a questi assi l’equazione
 dell’ellissoide assume forma canonica.
 Osserviamo che se uno dei momenti principali d’inerzia viene fatto
 tendere a zero (il che equivale a ad avere tutta la massa giacente
 sull’asse cartesiano di indice corrispondente a quel momento) il semiasse
 dell’ellissoide corrispondente tende all’infinito e l’equazione dell’ellissoide
 tende all’equazione di un cilindro: ci troviamo in un caso degenere in cui

Page 218
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 218/473
 momenti d’inerzia 217
 la matrice d’inerzia non è più definita positiva ma solamente semidefinita
 positiva. Per esempio, poniamo che C → 0: allora ne consegue che il
 semiasse c → +∞ e l’equazione dell’ellissoide diventa:
 Ax2 + By2 = 1
 • Notiamo ancora che, essendo associati alle matrici d’inerzia, gli
 ellissoidi d’inerzia sono infiniti, tanti quante sono le matrici d’inerzia, e cioètanti quanti sono i punti dello spazio che si possono scegliere come centri
 dell’ellissoide.
 • In particolare si dice ellissoide centrale d’inerzia l’ellissoide d’inerzia
 il cui centro coincide con il baricentro del corpo.
 Concludiamo questa sezione dando le definizioni di corpo a struttura
 giroscopica e di giroscopio:
 Un corpo si dice a struttura giroscopica rispetto ad un punto O quando
 il suo ellissoide d’inerzia di centro O è un ellissoide di rivoluzione
 (ellissoide rotondo)
 Un corpo si dice giroscopio quando ha struttura giroscopica rispetto
 al suo baricentro, cioè quando il suo ellissoide centrale d’inerzia è
 rotondo. L’asse di rivoluzione dell’ellissoide si dice asse giroscopico
 Ricerca degli assi principali d’inerzia
 Come si è visto la conoscenza degli assi principali d’inerzia è
 particolarmente vantaggiosa perchè consente di rappresentare la matrice
 d’inerzia mediante tre soli elementi non nulli, anzichè i sei che si hanno
 rispetto ad assi cartesiani qualunque. Ciò significa, praticamente, tre integrali
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 218 A. Strumia, Meccanica razionale
 da calcolare invece di sei. Perciò è conveniente, quando è possibile, riferire la
 matrice agli assi principali d’inerzia.
 Anche nel caso che si conosca un solo asse principale d’inerzia, se lo
 si fa coincidere con uno degli assi cartesiani, la matrice, pur non risultando
 diagonale, viene semplificata. Supponiamo, infatti, di far coincidere l’asse
 principale con l’asse z : allora il versore e3 viene ad essere un autovettore
 della matrice. Perciò possiamo scrivere:
 σ∼ e3 = λe3
 Ovvero:
 A −C −B
 −C B −A
 −B −A C
 001
 ≡ λ
 001
 da cui otteniamo le informazioni:
 λ = C, A = 0, B = 0
 La conoscenza di un solo asse principale d’inerzia permette di eliminare
 due momenti di deviazione. Viceversa se si annullano due momenti di
 deviazione rimane identificato un autovettore della matrice e quindi un asse
 principale d’inerzia.
 Ciò comporta che se si conoscono due assi principali d’inerzia e siscelgono come assi cartesiani, si eliminano tutti e tre i momenti di deviazione;
 questo non fa meraviglia, perchè la conoscenza di due assi principali comporta
 la conoscenza anche del terzo, che è ortogonale ai primi due, in conseguenza
 della simmetria della matrice. Allora scegliere due assi principali d’inerzia
 come assi cartesiani equivale a riferire la matrice ai tre assi principali, perciò
 la matrice risulta diagonalizzata.
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 • La ricerca degli assi principali d’inerzia si può effettuare, sempre,
 diagonalizzando la matrice σ∼ , tuttavia, quando il corpo possiede particolari
 simmetrie di massa, la diagonalizzazione può essere evitata. Enunciamo e
 dimostriamo i seguenti criteri. che rappresentano delle condizioni sufficienti
 per la determinazione degli assi principali:
 — se il corpo possiede un piano di simmetria di massa, allora ogni retta
 ortogonale a questo piano è un asse principale d’inerzia per l’ellissoide che
 ha centro nel punto di intersezione della retta con il piano.
 Infatti, scelto un sistema di assi cartesiani, i cui assi x e y appartengono al
 piano di simmetria, e z è quindi ortogonale al piano, per definizione di piano
 di simmetria di massa, è possibile suddividere il corpo in coppie di punti di
 ugual massa aventi quote opposte.
 O
 x
 y
 z
 z
 -z
 µ dC
 µ dC
 Figura MI. 9: corpo dotato di un piano di simmetria di massa
 Ne consegue che possiamo dividere il dominio di integrazione C in duedomini simmetrici C1 e C2 in ciascuno dei quali la funzione integranda assume
 valori opposti punto per punto. Cioè possiamo scrivere:
 C = C1 ∪ C2, C1 ∩ C2 = ∅, C2 = (x,y, −z ) ; (x,y,z ) ∈ C1
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 Ne consegue che:
 A = C1∪C2
 µyz dC = C1
 µyz dC + C2
 µyz dC = C1
 µyz dC − C1
 µyz dC = 0
 e analogamente:
 B = 0
 Dunque l’asse z è un asse principale d’inerzia per l’ellissoide di centro O
 e quindi per la matrice d’inerzia che lo definisce.
 — Se il corpo possiede due piani di simmetria fra loro ortogonali restano
 individuati tutti e tre gli assi principali d’inerzia di ogni ellissoide che ha il
 centro sulla retta di intersezione dei due piani.
 O
 Figura MI. 10: corpo dotato di due piani di simmetria di massa ortogonali
 Infatti applicando due volte il primo criterio si individuano due assi
 principali d’inerzia ortogonali fra loro, coincidenti con le normali ai piani
 di simmetria condotte per il punto O appartenente alla retta di intersezione
 dei due piani. Il terzo asse principale d’inerzia è la retta per O, normale ai
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 due assi principali individuati, e coincide con la retta di intersezione dei due
 piani.
 — Se un corpo possiede due piani di simmetria fra loro non ortogonali,
 allora il corpo ha struttura giroscopica rispetto a tutti i punti della retta di
 intersezione dei due piani e in particolare risulta essere un giroscopio.
 G
 O O
 Figura MI. 11: corpo dotato di due piani di simmetria di massa non ortogonali
 Applicando il primo criterio a ciascuno dei due piani si individuano
 per ogni ellissoide il cui centro O appartiene alla loro retta di intersezione,
 due assi principali d’inerzia non ortogonali. Ora la sezione dell’ellissoide
 d’inerzia con un piano ortogonale ai due piani di simmetria, passante per O,
 è un’ellisse, che viene ad avere due assi di simmetria non ortogonali. Ma
 l’unica ellisse che ha assi di simmetria non ortogonali è la circonferenza. Di
 conseguenza l’ellissoide di centro O è un ellissoide di rivoluzione attorno alla
 retta di intersezione dei due piani. Allora si può concludere che qualunque sia
 il punto O sulla retta di intersezione l’ellissoide che ha centro in O è rotondo
 e quindi il corpo ha struttura giroscopica rispetto ad O.
 D’altra parte sappiamo che se esiste un piano di simmetria di massa (che
 è un caso particolare di piano diametrale) il baricentro si trova sul piano
 di simmetria: nel nostro caso esistono due piani di simmetria di massa, di
 conseguenza il baricentro si trova sulla loro retta di intersezione. Ma abbiamo
 visto che il corpo ha struttura giroscopica rispetto a tutti i punti di questa retta,
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 quindi l’avrà anche rispetto al baricentro. Dunque il corpo è un giroscopio e
 la retta d’intersezione è l’asse giroscopico.
 Figure piane
 •Quando il corpo è schematizzato con una figura piana ogni retta normale
 al piano della figura risulta essere un asse principale d’inerzia per l’ellissoideche ha centro nell’intersezione della retta con il piano.
 Infatti: scelto il riferimento cartesiano in modo che gli assi x e y
 appartengano al piano e l’asse z sia, quindi, ortogonale al piano, ne consegue
 che tutti i punti hanno quota nulla, e quindi risulta:
 A = C
 µyz dC = 0, B = C
 µxz dC = 0
 e l’unico momento di deviazione, in generale non nullo, è C
 .
 Si hanno inoltre le seguenti conseguenze per le espressioni dei momenti
 rispetto agli assi:
 A = C
 µy2 dC, B = C
 µx2 dC, C = C
 µ(x2 + y2) dC
 • Di conseguenza per una figura piana sussiste il legame:
 C = A + B (MI.33)
 e la matrice d’inerzia è individuata da soli tre elementi:
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 A −C 0−C B 0
 0 0 A + B
 (MI.34)
 che si riducono a due se ci si riferisce ad assi x e y principali d’inerzia.
 Traslazione degli assi
 Può rendersi necessario, nelle applicazioni, disporre di un legame tra le
 matrici d’inerzia relative a sistemi di assi cartesiani differenti. Un primo
 problema si pone quando si effettua una traslazione degli assi cartesiani,
 per cui si cambia l’origine delle rette concorrenti rispetto alle quali le
 matrici d’inerzia servono ad esprimere il momento d’inerzia. Esprimiamo
 la traslazione delle coordinate come:
 xi = xi + di ⇐⇒ x = ˆ
 x+d
 dove si sono marcate con un ˆ le coordinate relative ad uno dei due sistemi di
 assi.
 Allora avremo per definizione di matrice d’inerzia, per esempio, per un
 sistema materiale continuo:
 σik = C
 µ(x jx j δ ik − xixk) dC
 σik = C
 µ(x jx j δ ik − xixk) dC
 Notiamo che la traslazione non cambia gli elementi di volume dal
 momento che i parametri di traslazione di sono indipendenti dalle coordinate
 e quindi:
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 C
 f (x) d C = C
 f (x) dC
 per ogni funzione f integrabile sul dominio C.
 Per cui possiamo scrivere:
 σik
 = C
 µ(x j
 x j
 δ ik −
 xixk
 ) dC =
 = C
 µ [(x j + d j)(x j + d j) δ ik − (xi + di)(xk + dk)] dC
 Sviluppando e tenendo conto che per definizione di baricentro si ha:
 m xGi = C
 µxi dC
 otteniamo la relazione tra le matrici d’inerzia relative a centri diversi O e O,origini dei sistemi di assi traslati:
 σik = σik + m [(d jd j + 2d jxGj) δ ik − didk − dixGk − xGidk] (MI.35)
 In particolare se l’origine O coincide con il baricentro G del sistema
 materiale le coordinate del baricentro risultano nulle:
 xGi = 0
 e quindi si ha la relazione più semplice:
 σik = σik + m (d jd j δ ik − didk) (MI.36)
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 In forma simbolica abbiamo la relazione tra gli operatori d’inerzia:
 σ∼ = σ∼ G + m (d2 I ∼ − d⊗ d) (MI.37)
 dove:
 σ
 ∼ G
 ≡ σik
 Gli elementi di matrice risultano allora legati dalle relazioni seguenti:
 A = AG + m (d22 + d2
 3)
 B = BG + m (d21 + d2
 3)
 C = C G + m (d21 + d2
 2)
 (MI.38)
 per quanto riguarda i momenti relativi agli assi. Questo risultato è
 evidentemente una conseguenza del teorema di Huygens-Steiner. Per i
 momenti di deviazione abbiamo:
 A = A
 G + m d2d3
 B = B
 G + m d1d3
 C = C G + m d1d2
 (MI.39)
 • Osserviamo dunque che se gli assi aventi origine nel baricentro vengono
 scelti in modo da essere assi principali d’inerzia, gli assi traslati, in generale,
 non sono principali.
 • Come caso particolare, quando il corpo è una figura piana e la traslazione
 viene effettuata nel piano della figura, per cui d3 = 0, l’unico momento
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 di deviazione non nullo è ancora C . E questo rimane immodificato, dopo
 la traslazione, solo se almeno uno dei due parametri d1, d2 è nullo, in altri
 termini, se uno solo degli assi coordinati viene traslato. In questo caso, se gli
 assi erano principali d’inerzia prima della traslazione, anche gli assi traslati
 sono assi principali d’inerzia.
 Rotazione degli assi
 Quando si effettua una rotazione R∼ degli assi cartesiani, mantenendo
 invariata l’origine, la rappresentazione della matrice d’inerzia viene
 modificata attraverso la trasformazione di similitudine:
 σ∼ = R∼T
 σ∼ R∼ (MI.40)
 In particolare è notevole il caso in cui la figura è piana e prima della
 rotazione la matrice σ viene riferita ad assi principali d’inerzia. Allora sihanno le seguenti rappresentazioni per le matrici:
 σ∼ ≡
 A 0 0
 0 B 0
 0 0 A + B
 , σ∼ ≡
 A −C 0
 −C B 0
 0 0 A + B
 e si ottiene:
 σ∼ ≡
 cos α sen α 0
 −sen α cos α 0
 0 0 1
 A 0 0
 0 B 0
 0 0 A + B
 cosα −senα 0
 sen α cos α 0
 0 0 1
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 Sviluppando si ottengono le seguenti leggi di trasformazione per gli
 elementi di matrice:
 A = A cos2α + B sen2α
 B = B cos2α + Asen2α
 C = (A
 −B) senαcosα
 (MI.41)
 essendo α l’angolo di rotazione nel piano xy della figura. Notiamo che:
 A + B = A + B
 e inoltre, se A = B segue A = A , B = B , C = 0, che significa che se il
 corpo ha struttura giroscopica la matrice d’inerzia rimane inalterata dopo una
 rotazione attorno all’asse giroscopico.
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 CM. Cinematica delle masse
 In questo capitolo introduciamo i concetti di quantità di moto, momentodella quantità di moto e di energia cinetica, e sviluppiamo i teoremi ad
 essi relativi, indipendentemente dalla dinamica vera e propria, come abbiamo
 fatto trattando dei baricentri e dei momenti d’inerzia. Ora, però non ci basta
 più la sola conoscenza geometrica della distribuzione della massa del corpo,
 ma abbiamo bisogno anche di informazioni relative allo stato cinetico del
 sistema materiale che consideriamo: in particolare ci è necessario conoscere
 le velocità dei punti del sistema rispetto ad un osservatore. Perciò questo
 capitolo della meccanica viene denominato cinematica delle masse, in quanto
 richiede informazioni cinematiche oltre che geometriche, relativamente ai
 punti materiali che compongono il sistema.
 Quantità di moto, momento della quantità di moto ed energia
 cinetica
 Introduciamo i concetti di quantità di moto, momento della quantità dimoto e di energia cinetica anzitutto per un punto materiale e successivamente
 per un sistema di punti materiali.
 a. punto materiale
 Per un punto materiale P di massa m, dotato, in un certo istante, di
 velocità v si definisce:
 — quantità di moto il vettore:
 Q = mv (CM.1)
 — momento della quantità di moto rispetto ad un polo Ω lo
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 pseudovettore:
 K Ω = ΩP ∧ mv (CM.2)
 — energia cinetica lo scalare:
 T =
 1
 2mv
 2
 (CM.3)
 Queste tre grandezze si annullano se il punto ha velocità nulla, e
 dipendono evidentemente dalla scelta dell’osservatore del moto. Il momentodella quantità di moto dipende anche dalla scelta del polo Ω e si annulla se
 P ≡ Ω . L’energia cinetica inoltre è sempre una quantità maggiore o uguale
 a zero.
 b. sistema di punti materiali
 Per un sistema di punti materiali le definizioni precedenti si estendono in
 modo del tutto naturale:
 — sistema discreto: per un sistema particellare abbiamo:
 Q =n
 s=1
 msvs (CM.4)
 K Ω =n
 s=1
 ΩP s ∧ msvs (CM.5)
 T = 1
 2
 ns=1
 msv2s (CM.6)
 — sistema continuo: per un sistema continuo possiamo estendere le
 definizioni precedenti associando a ciascun punto P un elemento di massa
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 dm = µ dC dotato di velocità v; di conseguenza abbiamo, per ogni elemento
 del corpo:
 dQ = vdm = µ v dC (CM.7)
 dK Ω = ΩP ∧ vdm = ΩP ∧ µv dC (CM.8)
 dT = 1
 2v2dm =
 1
 2µ v2 dC (CM.9)
 Per cui, integrando sul dominio C che rappresenta l’insieme dei punti del
 corpo otteniamo, in termini finiti:
 Q = C
 µv dC (CM.10)
 K Ω = C
 ΩP ∧ µ v dC (CM.11)
 T = 1
 2
 C
 µv2 dC (CM.12)
 E’ immediato osservare che anche per un sistema di punti materiali
 l’energia cinetica è sempre maggiore o uguale a zero. Per quanto riguarda il
 momento della quantità di moto esso varia al variare del polo secondo la legge
 di distribuzione dei momenti, valida per tutti i sistemi di vettori applicati:
 K Ω = K Ω + Ω Ω ∧ Q (CM.13)
 Introdotte le definizioni procediamo ora con alcuni teoremi che sono utili
 per il calcolo della quantità di moto, del momento della quantità di motoe dell’energia cinetica, in quanto consentono di collegare fra loro queste
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 quantità valutate rispetto ad osservatori differenti, riducendo il numero di
 integrali da calcolare.
 Teorema del moto del baricentro
 La quantità di moto di qualunque sistema materiale rispetto ad un
 osservatore è uguale alla quantità di moto del baricentro pensato comese fosse un punto materiale al quale viene associata la massa dell’interosistema
 DIMOSTRAZIONE
 Nel caso di un sistema discreto (il caso del continuo si tratta in modo
 analogo) il baricentro è identificato mediante la relazione (BA.8) dal vettore:
 OG = 1m
 ns=1
 msOP s
 dove m è la massa totale del sistema. Riscriviamo, moltiplicando entrambi i
 membri per m:
 m OG =n
 s=1
 msOP s (CM.14)
 Derivando rispetto al tempo la (CM.14) otteniamo, tenendo conto che
 l’origine O è un punto fisso:
 mvG =n
 s=1
 msvs = Q
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 Dunque resta dimostrato il teorema del moto del baricentro, che in formula
 si traduce nella:
 Q = m vG (CM.15)
 Moto relativo al baricentro
 Prima di passare ai due teoremi di König occorre introdurre il concetto di
 sistema baricentrale e di moto relativo al baricentro.
 Dato un osservatore qualunque Oxyz e un sistema materiale in moto
 rispetto ad esso introduciamo un secondo sistema di riferimento, che prende
 il nome di sistema baricentrale. Esso si caratterizza per il fatto che:
 — la sua origine coincide con il baricentro G del sistema materiale;
 — i suoi assi sono paralleli agli assi del sistema Oxyz
 per cui il sistema baricentrale trasla rispetto al sistema dell’osservatore
 Oxyz .
 Il moto del corpo in quanto è osservato dall’osservatore solidale con il
 sistema baricentraleÊ viene detto moto relativo al baricentro.
 Per quanto riguarda le notazioni denoteremo con:
 Q(G) =n
 s=1
 msv
 s (CM.16)
 K (G)Ω =
 ns=1
 ΩP s ∧ msv
 s (CM.17)
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 O
 G
 x
 y
 z
 x'
 y'
 z'
 Figura CM. 1: sistema baricentrale
 T (G) = 1
 2
 ns=1
 msv2s (CM.18)
 la quantità di moto, e rispettivamente, il momento della quantità di moto e
 l’energia cinetica rispetto al sistema baricentrale, avendo contrassegnato conun apice le velocità dei punti rispetto agli assi baricentrali.
 Osserviamo che, dal momento che nel sistema baricentrale il baricentro
 coincide con l’origine degli assi, si ha di conseguenza:
 v
 G = (CM.19)
 e grazie al teorema del moto del baricentro (CM.15) risulta:
 Q(G) = (CM.20)
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 Primo teorema di König
 L’energia cinetica di un sistema materiale rispetto a un osservatorequalunque è uguale all’energia cinetica dello stesso sistema materialecalcolata rispetto al sistema baricentrale sommata con l’energiacinetica del moto del baricentro pensato come se fosse un puntomateriale al quale viene associata la massa dell’intero sistema
 DIMOSTRAZIONE
 Conduciamo la dimostrazione per un sistema discreto; per definizione di
 energia cinetica abbiamo:
 T = 1
 2
 ns=1
 msv2s
 T (G) = 1
 2
 ns=1
 msv
 2s
 Per stabilire un legame fra queste due energie cinetiche occorre un legame
 fra le velocità relative ai due osservatori. Il teorema di composizione delle
 velocità di Galileo (MR.15) ci dice che, in generale, per un punto vale il
 legame fra velocità assoluta e relativa:
 v(a) = v (r) + v(τ )
 Nel nostro caso, per il generico punto P s del sistema materiale, vsrappresenta la velocità assoluta, v
 s la velocità relativa e la velocità di
 trascinamento è semplicemente la velocità del baricentro del sistema. Infatti,
 per definizione, la velocità di trascinamento vale:
 v(τ ) = vΩ + ω ∧ ΩP
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 Poichè nel nostro caso Ω ≡ G e ω = , dal momento che il sistema
 baricentrale trasla rispetto al sistema assoluto, segue:
 v(τ ) = vG (CM.21)
 Quindi fra le velocità del generico punto P s del sistema materiale sussiste
 il legame:
 vs = v
 s + vG (CM.22)
 Sostituendo questa legge di trasformazione nell’espressione dell’energia
 cinetica otteniamo:
 T = 1
 2
 ns=1
 ms(v
 s + vG)2 =
 = 12
 ns=1
 msv2s + 1
 2
 ns=1
 msv2G +
 ns=1
 msv
 s × vG =
 = T (G) + 1
 2mv2
 G + Q(G) × vG
 Ma grazie al teorema del moto del baricentro abbiamo:
 Q(G)mv
 G =
 per cui l’enunciato risulta dimostrato. In formula il primo teorema di König
 risulta dunque espresso da dalla seguente relazione:
 T = T (G) + 1
 2mv2
 G (CM.23)
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 Secondo teorema di König
 Il momento della quantità di moto di un sistema materiale rispetto aun osservatore qualunque è uguale al momento della quantità di motodello stesso sistema materiale rispetto al sistema baricentrale sommatocon il momento della quantità di moto del baricentro pensato come se
 fosse un punto materiale al quale viene associata la massa dell’interosistema
 DIMOSTRAZIONE
 Per definizione di momento della quantità di moto di un sistema
 particellare, calcolato rispetto a un polo Ω abbiamo:
 K Ω =n
 s=1
 ΩP s ∧ msvs
 K (G)Ω =
 ns=1
 ΩP s ∧ msv
 s
 Introducendo il legame fra le velocità del generico punto P s rispetto ai due
 osservatori (CM.22) otteniamo:
 K Ω =n
 s=1
 ΩP s ∧ ms(v
 s + vG) =n
 s=
 ΩP s ∧ msv
 s +n
 s=
 ΩP s ∧ msvG
 ma:
 ns=1
 ΩP s ∧ msvG = m ΩG ∧ vG
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 grazie alla definizione di baricentro. Da cui segue l’enunciato; in formula il
 secondo teorema di König viene dunque espresso dalla relazione:
 K Ω = K (G)Ω + ΩG ∧ mvG (CM.24)
 Notiamo che se il polo coincide con il baricentro i due momenti dellaquantità di moto si uguagliano.
 • I vantaggi pratici di questi due teoremi di König risiedono nel fatto
 che generalmente risulta più semplice il calcolo dell’energia cinetica e del
 momento della quantità di moto rispetto al sistema baricentrale, che rispetto
 a un sistema qualunque.
 Corpo rigido
 Vediamo ora l’applicazione dei teoremi che abbiamo dimostrato al calcolo
 delle grandezze che caratterizzano la cinematica delle masse nel caso del
 corpo rigido.
 quantità di moto
 Cominciamo con l’osservare che, per quanto riguarda la quantità di moto,
 grazie al teorema del moto del baricentro essa può essere valutata, per
 qualunque sistema meccanico, anche non rigido, con la sola conoscenza del
 moto del baricentro del sistema e vale semplicemente:
 Q = mvG
 energia cinetica
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 Per quanto riguarda l’energia cinetica esaminiamo i vari casi notevoli che
 possono presentarsi:
 — corpo rigido libero
 Grazie al primo teorema di König il calcolo dell’energia cinetica di
 un corpo rigido libero si riconduce al calcolo dell’energia cinetica di un
 corpo rigido con un punto fisso, in quanto rispetto al sistema baricentrale il
 baricentro G del corpo risulta essere un punto fisso del moto coincidente con
 l’origine degli assi.
 O
 G
 x
 y
 z
 x'
 y'
 z'
 Figura CM. 2: il baricentro è un punto fisso rispetto al sistema baricentrale
 — corpo rigido con un punto fisso
 Il calcolo dell’energia cinetica di un corpo rigido con un punto fisso Ω può
 essere effettuato partendo dalla definizione di energia cinetica di un sistema
 e dalla legge di distribuzione delle velocità che lega fra loro le velocità dei
 punti di un corpo rigido.
 Adottando, per esempio lo schema continuo, dal momento che un corpo
 rigido generalmente è un continuo, avremo:
 T = 1
 2
 C
 µv2 dC
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 dove la velocità del generico punto del corpo è:
 v = vP = vΩ + ω ∧ ΩP = ω ∧ ΩP
 essendo:
 vΩ =
 dal momento che Ω è un punto fisso. Ora calcoliamo il quadrato della velocità
 del generico punto del corpo rigido con un punto fisso; abbiamo:
 v2 = (ω ∧ ΩP ) × (ω ∧ ΩP ) = (ω ∧ ΩP ) ∧ ω × ΩP =
 = ω2(ΩP )2 − (ω × ΩP )2 = ω × [(ΩP )2 I ∼ − ΩP ⊗ ΩP ]ω
 Introducendo questo risultato nell’espressione dell’energia cinetica, etenendo conto che ω non dipende dal punto del corpo per cui si può portare
 fuori dal segno di integrale, otteniamo:
 T = 1
 2ω ×
 C
 µ [(ΩP )2 I ∼ − ΩP ⊗ ΩP ] dC
 ω
 Ma sappiamo che:
 σ∼ = C
 µ [(ΩP )2 I ∼ − ΩP ⊗ ΩP ] dC
 è la matrice d’inerzia riferita al centro Ω , di conseguenza l’energia cinetica di
 un corpo rigido con un punto fisso risulta essere data dalla forma quadratica,
 definita positiva (se si eccettuano i casi degeneri in cui il corpo appartiene ad
 una retta):
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 T = 1
 2 ω × σ∼ ω (CM.25)
 Osserviamo che se si rappresenta la matrice d’inerzia su di un sistema di
 assi solidali che siano assi principali d’inerzia, la matrice risulta diagonale e
 l’espressione dell’energia cinetica si semplifica notevolmente. Denotando le
 componenti del vettore velocità angolare rispetto agli assi solidali con:
 ω ≡ ( p, q, r)
 come di consueto, otteniamo infatti:
 T = 1
 2 ( p, q, r)
 A 0 0
 0 B 00 0 C
 p
 q
 r
 ovvero:
 T = 1
 2 (Ap2 + Bq 2 + Cr2) (CM.26)
 — corpo rigido con un asse fisso
 La formula dell’energia cinetica di un corpo rigido con un punto fisso
 si può riscrivere in un altro modo introducendo il versore u della velocità
 angolare, per cui risulta:
 ω = ωu
 e sostituendo:
 T = 1
 2 ωu × σ∼ ωu =
 1
 2J ω2
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 dove:
 J = u × σ∼ u
 rappresenta il momento d’inerzia del corpo rigido rispetto alla retta passante
 per il punto fisso Ω avente, nell’istante considerato, la direzione della velocità
 angolare.
 Nel caso in cui il corpo rigido ruoti attorno ad un asse fisso ci troviamo
 in un caso particolare in cui non solo un punto, ma un’intera retta del corpo
 è bloccata. Allora evidentemente la velocità angolare è un vettore avente la
 stessa direzione dell’asse fisso e si può esprimere, in termini della derivata
 temporale dell’angolo ϑ che rappresenta l’unico grado di libertà del corpo:
 ω = ϑu (CM.27)
 Per cui l’energia cinetica di un corpo rigido con un asse fisso si può
 esprimere come:
 T = 1
 2J ϑ2 (CM.28)
 dove J rappresenta ora il momento d’inerzia del corpo rigido rispetto all’asse
 fisso.
 — moto rigido piano
 Nel caso del moto rigido piano sappiamo che l’atto di moto può essere o
 traslatorio o rotatorio: se l’atto di moto è traslatorio e tutti i punti del corpo
 rigido hanno la stessa velocità v , che è quindi indipendente dal punto P , del
 corpo, considerato, è immediato, in base alla definizione di energia cinetica,
 ottenere:
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 T = 1
 2
 C
 µ v2 dC = 1
 2v2 C
 µ dC = 1
 2mv2 =
 1
 2mv2G
 energia che coincide con l’energia cinetica associata al moto del baricentro,
 che si muove anch’esso con la velocità di traslazione del corpo v.
 Se l’atto di moto è rotatorio, invece, il centro di istantanea rotazione è un
 punto del corpo rigido che nell’istante considerato ha velocità nulla; perciò lavelocità del generico punto del corpo rigido si può esprimere come:
 v = vP = ω ∧ CP
 e la velocità angolare è ortogonale al piano del moto: il suo versore u perciò
 è sempre lo stesso, e di conseguenza il calcolo dell’energia cinetica risulta
 identico a quello che si ha per un corpo rigido con un asse fisso. In questo
 caso però il momento d’inerzia risulta calcolato rispetto ad un asse normale
 al piano del moto e passante per il centro di istantanea rotazione C . Abbiamoperciò:
 T = 1
 2 J C ω
 2 (CM.29)
 dove J C rappresenta il momento d’inerzia rispetto all’asse di istantanea
 rotazione, il quale passa per C .
 Dal punto di vista operativo, però, non è sempre facile o comodo
 individuare il centro di istantanea rotazione e calcolare il momento d’inerzia
 rispetto all’asse di istantanea rotazione, momento che può essere anche
 variabile nel tempo; per cui si può sempre fare ricorso al primo teorema di
 König, che risulta comunque valido. In questo caso possiamo scrivere:
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 T = 1
 2J G ω2 +
 1
 2 mv2
 G
 essendo, J G il momento d’inerzia del corpo rigido rispetto ad un asse passante
 per il baricentro e ortogonale al piano del moto.
 Osserviamo che il modulo della velocità del baricentro si può esprimere
 come:
 |vG| = |ω ∧ CG| = ωd
 dove si è indicato:
 d = |CG|
 e si è tenuto conto che il vettore velocità angolare è ortogonale al piano del
 moto e perciò anche al vettore C G. Allora possiamo riscrivere:
 T = 1
 2J G ω2 +
 1
 2 m ω2d2 =
 1
 2 (J G + md2) ω2
 Evidentemente questo risultato deve essere compatibile con la (CM.29);
 infatti il confronto ci dà:
 J C = J G + md2
 in accordo con il teorema di Huygens-Steiner.
 momento della quantità di moto
 Passiamo ora al calcolo del momento della quantità di moto per un corpo
 rigido, nei vari casi:
 — corpo rigido libero
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 Analogamente a come si è proceduto per il calcolo dell’energia cinetica,
 anche il calcolo del momento della quantità di moto di un corpo rigido libero
 si riconduce al caso del corpo rigido con un punto fisso, che in questo caso
 è il baricentro. Infatti grazie al secondo teorema di König ci si riconduce al
 moto del corpo nel sistema baricentrale, nel quale esso risulta muoversi con il
 baricentro fisso nell’origine; per cui:
 K Ω = K (G)Ω + ΩG ∧ mvG
 — corpo rigido con un punto fisso
 Ricordiamo la definizione di momento della quantità di moto di un corpo
 continuo, rispetto ad un polo Ω (CM.11):
 K Ω = C
 µ ΩP ∧ µv dC
 e l’espressione della velocità di un punto generico P di un corpo rigido con
 un punto fisso coincidente con il quale scegliamo il polo Ω :
 v = vP = ω ∧ ΩP
 Sostituendo nell’espressione del momento della quantità di moto
 otteniamo:
 K Ω = C
 ΩP ∧ µ (ω ∧ ΩP ) dC (CM.30)
 Calcoliamo separatamente:
 ΩP ∧ (ω ∧ ΩP ) = (ΩP )ω − (ΩP × ω)ω = [(ΩP ) I ∼ − ΩP ⊗ ΩP ]ω
 Questo risultato, introdotto nella (CM.30), comporta:
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 — corpo rigido con un asse fisso
 Un corpo rigido con un asse fisso costituisce un caso particolare di corpo
 rigido con un punto fisso, in quanto oltre ad un punto fisso vi è un’intera retta
 fissa. Allora possiamo specializzare l’equazione (CM.31) al caso del moto
 con un asse fisso. Per comodità conviene scegliere un sistema di assi solidali
 in modo che, ad esempio l’asse ξ 3 ≡ ζ coincida con l’asse fisso del moto.
 x
 y
 z
 ξ
 η
 = ζ=
 ϑ Ω
 Figura CM. 3: sistema solidale in cui l’asse ξ 3 ≡ ζ coincide con l’asse fisso
 In questo modo la velocità angolare di rotazione del corpo attorno all’asse
 fisso si può scrivere:
 ω ≡ (0, 0, ϑ)
 Teniamo conto che l’asse fisso è assegnato dal problema e non lo possiamo
 scegliere noi ad arbitrio, per cui, in generale, dobbiamo prevedere che esso
 non sarà un asse principale d’inerzia. Di conseguenza dovremo eseguire
 il calcolo scrivendo la matrice d’inerzia nella sua espressione più generale.
 Abbiamo:
 K Ω ≡
 A −C −B
 −C B −A
 −B −A C
 00
 ϑ
 ≡
 −B ϑ
 −A ϑ
 C ϑ
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 Dunque in generale per un corpo rigido con un asse fisso il momento della
 quantità di moto risulta espresso da:
 K Ω ≡ (−B ϑ, −A ϑ, C ϑ) (CM.34)
 Denotando con il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso C
 semplicemente con J , come abbiamo fatto per il calcolo dell’energia cinetica,
 possiamo esprimere il momento assiale della quantità di moto rispetto all’asse
 fisso come:
 K ξ3 = K ζ = K Ω × e3 = C ϑ = J ϑ
 Segue allora nella (CM.32) che per un corpo rigido con un asse fisso
 sussiste il seguente legame fra l’energia cinetica e il momento assiale della
 quantità di moto:
 T = 1
 2 K ζ ϑ (CM.35)
 Qualora poi l’asse fisso risulti essere asse principale d’inerzia il momento
 della quantità di moto risulta essere parallelo all’asse fisso, in quanto, per
 definizione di asse principale d’inerzia, il versore dell’asse fisso è autovettore
 della matrice d’inerzia. Allora si ha semplicemente:
 K Ω = J ϑe3 (CM.36)
 — moto rigido piano
 Nel caso del moto rigido piano, come abbiamo visto per il calcolo
 dell’energia, il versore della velocità angolare è costante e perciò i calcoli
 sono gli stessi che si hanno per il moto con un asse fisso, solamente che in
 questo caso l’asse non è fisso, ma è la retta passante per il centro di istantanea
 rotazione, ortogonale al piano del moto. Notiamo poi che, quando il corpo
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 rigido è una figura piana che si muove nel suo piano, allora tutte le rette
 normali al piano della figura sono assi principali d’inerzia e quindi l’asse di
 istantanea rotazione risulta essere un asse principale d’inerzia.
 Sistema olonomo
 In un sistema olonomo risulta di particolare interesse, ai fini pratici, lastruttura che assume l’espressione dell’energia cinetica, perciò ci limitiamo
 solamente al calcolo di questa. Partiamo dalla definizione di energia cinetica
 (nel caso di un sistema particellare):
 T = 1
 2
 ns=1
 msv2s
 Ricordiamo che per un sistema olonomo abbiamo:
 OP s = OP s(q 1, q 2, · · · , q N , t)
 da cui derivando rispetto al tempo otteniamo per la velocità:
 vs = ∂P s
 ∂q hq h +
 ∂P s
 ∂t
 con la convenzione di Einstein di sottintendere la somma da 1 fino ad N sugli
 indici h ripetuti. Sostituendo nell’espressione dell’energia cinetica abbiamo:
 T = 1
 2
 ns=1
 ms
 ∂P s
 ∂q hq h +
 ∂P s
 ∂t
 ×
 ∂P s
 ∂q kq k +
 ∂P s
 ∂t
 =
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 = 1
 2
 ns=1
 ∂P s
 ∂q hq h ×
 ∂P s
 ∂q kq k +
 ∂P s
 ∂q hq h ×
 ∂P s
 ∂t +
 ∂P s
 ∂t ×
 ∂P s
 ∂q kq k +
 ∂P s
 ∂t ×
 ∂P s
 ∂t
 =
 = 1
 2
 n
 s=1
 ms
 ∂P s
 ∂q h
 × ∂P s
 ∂q k
 q h q k +n
 s=1
 ms
 ∂P s
 ∂q h
 × ∂P s
 ∂t
 q h + 1
 2
 n
 s=1
 ms∂P s
 ∂t2
 E’ conveniente introdurre ora le seguenti quantità:
 ahk =n
 s=1
 ms
 ∂P s
 ∂q h×
 ∂P s
 ∂q k(CM.37)
 bh =n
 s=1
 ms
 ∂P s
 ∂q h×
 ∂P s
 ∂t (CM.38)
 d = 1
 2
 ns=1
 ms
 ∂P s
 ∂t
 2
 (CM.39)
 Ne consegue che l’espressione dell’energia cinetica per un sistema
 olonomo a N gradi di libertà, assume la forma generale, abbastanza semplice:
 T = 1
 2
 ahk q h q k + bh q h + d (CM.40)
 Osserviamo che, in generale, dal momento che le funzioni OP s dipendono
 dai parametri lagrangiani e dal tempo, date le loro definizioni, anche le
 funzioni ahk, bh, d risultano dipendere dai parametri lagrangiani e dal tempo,
 e non dalle q h. Perciò l’energia cinetica di un sistema olonomo risulta essere
 espressa da un polinomio di secondo grado nelle q h.
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 Per non avere a che fare con gli indici possiamo introdurre la notazione
 vettoriale, nello spazio delle configurazioni, per i parametri lagrangiani e le
 loro derivate temporali:
 q ≡ (q 1, q 2, · · · , q N ) ≡ (q h) (CM.41)
 da cui segue:
 q ≡ (q 1, q 2, · · · , q N ) ≡ (q h) (CM.42)
 Allora i coefficienti che compaiono nell’espressione dell’energia cinetica
 si interpretano come una matrice, definita da:
 a∼ ≡ ahk (CM.43)
 che prende il nome di matrice dell’energia cinetica; un vettore:
 b ≡ (bh) (CM.44)
 e uno scalare d. Queste quantità sono in generale funzioni di q e di t:
 a∼ = a∼ (q, t), b = b(q, t), d = d(q, t)
 Allora la relazione (CM.40) si scrive in forma simbolica:
 T = 1
 2 q × a∼ (q,t)q + b(q, t) × q + d(q, t) (CM.45)
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 Se i vincoli sono indipendenti dal tempo (scleronomi), data la loro
 definizione, le quantità b e d sono nulle e la matrice a∼ non dipende
 esplicitamente dal tempo. Abbiamo allora semplicemente:
 T = 1
 2 q × a∼ (q)q (CM.46)
 Concludiamo evidenziando le proprietà della matrice dell’energiacinetica. Essa gode di due proprietà:
 — è una matrice simmetrica come si vede immediatamente dalla
 definizione (CM.37) dei suoi elementi di matrice, che non vengono alterati
 dallo scambio degli indici;
 — è definita positiva come si vede dal fatto che l’energia cinetica è
 un numero sempre positivo e si annulla se e solo se si annullano le q.
 Questa seconda proprietà risulta evidente se si considera un sistema a vincoli
 indipendenti dal tempo, ma lo è anche per un sistema a vincoli reonomi, in
 quanto si può sempre pensare alla quantità:
 T = 1
 2 q × a∼ (q,t)q
 come all’energia cinetica di un sistema uguale a quello assegnato, ma con
 i vincoli bloccati nella configurazione che assumono nell’istante t. Dunque
 la forma quadratica T risulta pure positiva e la matrice a∼ è quindi definita
 positiva.
 Quando si fanno particolari idealizzazioni matematiche di un sistema
 meccanico possono presentarsi casi degeneri in cui la matrice sia semidefinita
 positiva: questo accade quando si suppone che almeno un grado di libertà del
 sistema sia associato ad una parte del sistema meccanico che viene supposta
 priva di massa; in questo caso l’energia cinetica associata a questa parte del
 sistema è nulla e la forma quadratica dell’energia cinetica può annullarsi
 anche se non si annullano tutte le q.
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 Forza
 In questa sezione dobbiamo introdurre un nuovo concetto che assumiamo
 come primitivo dalla fisica: è il concetto di forza. Ci occuperemo anzitutto di
 una singola forza applicata ad un punto e successivamente dei sistemi di forzeapplicate in più punti.
 L’esperienza mostra che i punti materiali non isolati sono capaci di
 interagire fra loro. Le interazioni fra i punti materiali possono essere di
 varia natura: gravitazionale, elettromagnetica, ecc. In ogni caso l’azione
 di uno o più punti materiali su un altro punto materiale si può descrivere
 adeguatamente mediante un vettore applicato che chiamiamo forza.
 • L’esperienza permette di stabilire che la forza agente su un punto
 materiale, nella sua caratterizzazione più generale, è una funzione della
 posizione del punto P al quale è applicata, cioè delle sue coordinate, dellavelocità del punto P e del tempo:
 F = F (P, v, t) (LP.1)
 ovvero indicando con:
 OP ≡ (x,y,z )
 le coordinate di P e con:
 v ≡ (x, y, z )
 le componenti della velocità, risulta che:
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 δL = F × δP = F xδx + F yδy + F zδz (LP.5)
 Nella pratica nei casi in cui non c’è ambiguità di interpretazione si usa
 generalmente il simbolo d, mentre si ricorre alle altre notazioni quando è
 necessario distinguere esplicitamente a quale tipo di lavoro si fa riferimento.
 In particolare, nella dinamica utilizzeremo di regola la scrittura:
 dL = F × dP
 per denotare il lavoro compiuto dalla forza durante il moto, cioè in
 corrispondenza dello spostamento fisico dP compiuto dal punto sotto l’azione
 della forza F .
 Lavoro lungo un cammino finito
 Scelta una curva γ di estremi P 1 e P 2 la forma differenziale del lavoro può
 essere integrata per ottenere il lavoro della forza lungo la curva γ , cioè lungo
 il cammino finito prescelto per andare da P 1 a P 2.
 Ora, la curva γ è nota quando si conosce una sua parametrizzazione:
 OP = OP (s) (LP.6)
 che equivale a dire, rispetto ad una terna cartesiana ortogonale:
 x = x(s)y = y(s) , s1 ≤ s ≤ s2
 z = z (s)(LP.7)
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 O
 x
 y
 z
 P
 P
 P
 1
 2
 T
 F
 γ
 Figura LP. 1: lavoro di una forza lungo un cammino finito
 Inoltre il moto del punto P lungo la curva γ risulta completamente noto
 se si assegna la legge oraria con la quale la traiettoria viene percorsa:
 s = s(t), t1 ≤ t ≤ t2 (LP.8)
 essendo:
 s1 = s(t1), s2 = s(t2)
 le ascisse curvilinee di partenza e di arrivo agli estremi della curva,
 corrispondenti agli istanti iniziale e finale t1 e t2 del tempo.
 Vediamo ora come si calcola, nei vari casi, l’integrale del lavoro lungo un
 cammino finito:
 L = γ F × dP =
 γ
 F xdx + F ydy + F zdz (LP.9)
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 caso generale
 Nel caso più generale in cui la forza abbia la struttura espressa dalla
 (LP.1) l’integrale curvilineo può essere ricondotto ad un integrale di Riemann
 nel quale la variabile d’integrazione è il tempo. Infatti la forza contiene
 esplicitamente la variabile t e si può esprimere come funzione di t facendo
 uso delle equazioni della traiettoria (LP.6) e della legge oraria (LP.8). Allora
 la forza F in funzione del tempo assume la forma:
 F (t) = F (P (s(t)),v(s(t)), t)
 dove:
 v(s(t)) = dP
 dt (s(t))
 Il differenziale dello spostamento dP , che compare nell’integrale del
 lavoro (LP.9), può essere a sua volta espresso in termini del tempo, osservando
 che:
 dP = vdt (LP.10)
 Allora l’integrale del lavoro lungo il cammino finito γ si riconduce
 all’integrale di Riemann:
 L = t2t1
 F (P (s(t)),v(s(t)), t) × v(s(t)) dt
 Ovvero, più brevemente:
 L = t2t1
 W (t) dt
 dove la funzione integranda:
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 W (t) = F × v (LP.11)
 prende il nome di potenza sviluppata dalla forza F . Osserviamo che la
 velocità del punto P , in quanto funzione composta del tempo attraverso s
 si può anche scrivere nel modo seguente:
 v =
 dP
 dt (s(t)) =
 dP
 ds s = T s
 come è noto dalla cinematica del punto. Allora la potenzaÊ si può anche
 scrivere:
 W (t) = F × T s = F T s (LP.12)
 dove:
 F T = F × T (LP.13)
 è la componente, tangente alla curva, della forza F . Allora risulta che
 solamente la F T contribuisce al lavoro e, di conseguenza, il lavoro risulta
 essere nullo se la forza si mantiene, punto per punto, normale alla curva γ .
 • Nel caso più generale il lavoro di una forza lungo un cammino finito
 dipende dalla forma della traiettoria e dalla legge oraria con cui si muove il
 punto di applicazione.
 forza posizionale
 Analizzato il caso più generale esaminiamo il caso particolare della forza
 posizionale , cioè del tipo (LP.3). In questo caso l’integrale del lavoro
 può essere ricondotto a un integrale di Riemann nella variabile s, senza
 coinvolgere il tempo. Infatti: tenendo conto del fatto che il versore tangente
 alla traiettoria γ è definito come:
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 T = dP
 ds
 segue subito che:
 dP = T ds (LP.14)
 legame che è puramente geometrico e non più cinematico come invece èla (LP.10). D’altra parte la F si può esprimere in termini di s con la sola
 conoscenza della traiettoria. Allora, quando la forza è posizionale, la funzione
 integranda diviene:
 F T (s) = F (P (s)) × T (s) (LP.15)
 e l’integrale del lavoro è:
 L = s2s1
 F T (P (s)) ds (LP.16)
 Notiamo che, fissata una certa curva γ , potrebbe anche accadere che
 solamente la componente tangente F T di una certa forza F fosse indipendente
 da v e da t, mentre la componente della forza sul piano normale alla curva
 potrebbe dipendere da queste variabili: in questo caso il lavoro sarebbe
 sempre esprimibile mediante la (LP.16) anche se la forza non è posizionale.
 Naturalmente, però in questo caso, cambiando la curva γ si ritornerebbe al
 caso generale. Se la forza F è posizionale, invece, il lavoro è espresso dalla
 (LP.16) qualunque sia la scelta della traiettoria.
 • Il lavoro di una forza posizionale lungo un cammino finito dipende dalla
 forma della traiettoria ma non dalla legge oraria con cui si muove il punto
 di applicazione.
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 • Notiamo che affinchè questa identificazione possa sussistere U deve
 essere necessariamente funzione delle sole variabili x, y,z e non di eventuali
 altre variabili, come le componenti della velocità o il tempo.
 Ne consegue allora l’identificazione delle componenti della forza con le
 derivate parziali della funzione U :
 F x = ∂U ∂x
 (x,y,z ), F y = ∂U ∂y
 (x,y,z ), F z = ∂U ∂z
 (x,y,z )
 Questo risultato ci informa anche del fatto che se una forza è conservativa
 le sue componenti, essendo le derivate parziali di una funzione di x,y,z ,
 possono essere funzioni solamente delle coordinate del punto di applicazione
 e non possono dipendere dalla velocità e dal tempo. Di conseguenza una
 forza conservativa è necessariamente posizionale, mentre non vale il viceversa
 in quanto possono esistere forze posizionali che non sono conservative, in
 quanto il loro lavoro non è un differenziale esatto.
 Possiamo anche scrivere in termini di vettori:
 F = ∇U (LP.18)
 Dire che una forza è conservativa equivale anche a dire che essa è il
 gradiente della funzione potenziale U , che si dice allora potenziale della
 forza F . Perciò si dice anche che una forza è conservativa quando ammette
 potenziale.
 • Sottolineiamo che il potenziale essendo definito mediante una
 condizione differenziale come la (LP.17) risulta definito sempre a meno di
 una costante additiva arbitraria. Per individuare univocamente il valore del
 potenziale in un punto bisogna assegnare il valore di tale costante, il che
 equivale ad assegnare il valore zero al potenziale in un certo punto (proprio o
 improprio) dello spazio.
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 Tornando ora al problema del lavoro lungo un cammino finito,
 calcoliamo il lavoro finito di una forza conservativa. Dal momento che la
 forza conservativa è necessariamente posizionale, partiamo dall’espressione
 del lavoro (LP.16) e introduciamo l’informazione (LP.18) nella (LP.15)
 ottenendo:
 F T (s) = ∇U (xi(s)) × T (s) = ∂U
 ∂xi
 dxi
 ds =
 dU (xi(s))
 ds =
 dU (P (s))
 ds
 Allora:
 F T (s) = dU (P (s))
 ds (LP.19)
 è la derivata direzionale di U lungo la tangente alla curva γ . Quindi
 l’integrale del lavoro (LP.16) si scrive:
 L = s2s1
 F T (s) ds = s2s1
 dU (P (s))
 ds ds =
 = [U (P (s))]s=s2
 s=s1
 = U (P (s2)) − U (P (s1)) = U (P 2) − U (P 1)
 Dunque quando la forza è conservativa il lavoro è dato dalla differenza del
 potenziale calcolato nei punti estremi del cammino d’integrazione γ :
 L = U (P 2) − U (P 1) (LP.20)
 Dal momento che il potenziale non dipende dalla curva, ma solamente
 dalle coordinate del punto in cui viene calcolato, si ottiene che il lavoro
 dipende solo dai punti estremi e non dalla curva percorsa per congiungerli.
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 • Il lavoro di una forza conservativa lungo un cammino finito non dipende
 nè dalla forma della traiettoria nè dalla legge oraria con cui si muove il punto
 di applicazione, ma solo dai punti estremi della traiettoria.
 Dal fatto che U è per ipotesi una funzione a un sol valore ( funzionemonodroma) segue anche che se si prendono P 1 e P 2 coincidenti (curvachiusa) si ha:
 U (P 2) = U (P 1)
 e quindi:
 L = 0
 Possiamo mostrare che è vero anche il viceversa e cioè: se il lavoro non
 dipende dalla curva γ , ma solamente dai suoi estremi (il che equivale a dire:
 se il lavoro lungo un qualunque cammino chiuso è nullo) allora la forza è
 conservativa. Infatti possiamo applicare il teorema della media all’integraledel lavoro ottenendo:
 L = s2s1
 F × T ds = F (P (s)) × T (s) (s2 − s1)
 dove s è un valore opportuno dell’intervallo [s1, s2]. Ora tenendo conto della
 (LP.20) abbiamo:
 U (P (s2)) − U (P (s1)) = F (P (s)) × T (s) (s2 − s1)
 da cui segue, trascurando i termini di ordine superiore al primo, per piccoli
 incrementi di s:
 dU (P (s)) = F (P (s)) × dP (s)
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 Ovvero:
 F (P ) = ∇U (P )
 e quindi la forza risulta essere conservativa.
 Se invece la funzione U fosse una funzione a più valori (relazione o
 funzione polidroma), potrebbe risultare anche: U (P 2) = U (P 1) e quindi un
 lavoro non nullo lungo un cammino chiuso (è quanto accade, ad esempio inun circuito elettrico chiuso su un generatore).
 • In conseguenza dei teoremi noti dall’analisi per le forme differenziali
 valgono i seguenti risultati:
 — condizione necessaria affinchè una forza sia conservativa è che sia
 posizionale e che valga la condizione:
 ∇∧ F = 0 (LP.21)
 — la condizione (LP.21) diviene anche sufficiente se il dominio sul quale
 è definita la funzione F (P ) è semplicemente connesso.
 Superfici equipotenziali e linee di forza
 Chiamiamo superficie equipotenziale il luogo geometrico dei punti dello
 spazio per i quali il potenziale di una forza conservativa assume un valore
 costante.
 Detta U (x , y , z ) la funzione potenziale questo luogo viene caratterizzato
 mediante l’equazione cartesiana:
 U (x,y,z ) = C (LP.22)
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 Dal momento che il potenziale è definito a meno di una costante additiva
 arbitraria, segue che il valore della costante C può essere determinato
 univocamente per ogni superficie equipotenziale, solo dopo aver assegnato
 convenzionalmente il valore zero (o un altro valore) al potenziale su di una
 superficie equipotenziale di riferimento. In tal modo il valore del potenziale
 viene ad essere identificato per ogni altra superficie.
 Se differenziamo la (LP.22) otteniamo evidentemente:
 dU = 0
 che significa il risultato ovvio che spostando il punto di applicazione di
 una forza conservativa lungo una curva appartenente ad una superficie
 equipotenziale, il potenziale non cambia. Questo comporta, mediante la
 (LP.17):
 dL = 0
 Ciò significa che, spostando il punto di applicazione di una forza lungo
 una curva appartenente ad una superficie equipotenziale, il lavoro della forza
 è nullo, ovvero per definizione di lavoro:
 F × dP = 0
 Poichè gli spostamenti dP sono tangenti alla superficie equipotenziale,
 dal momento che ci muoviamo su di essa, l’annullarsi del prodotto scalare del
 lavoro equivale a dire che la forza è normale punto per punto alla superficie
 equipotenziale, o al più è nulla.
 Si dicono allora linee di forza quelle curve che in ogni punto sono tangenti
 ai vettori di forza.
 Di conseguenza le linee di forza risultano essere punto per punto normali
 alle superfici equipotenziali che attraversano.
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 Figura LP. 2: superfici equipotenziali e linee di forza
 Esempi
 Esaminiamo ora alcuni esempi fisici di forze conservative che si
 incontrano molto di frequente, delle quali calcoliamo il potenziale.
 Forza peso
 La forza peso agente su un corpo costituito di punti materiali è una forza
 caratterizzabile mediante le seguenti due proprietà note dall’esperienza:
 — è un vettore applicato nel baricentro G del corpo;
 — è un vettore proporzionale alla massa del corpo:
 F = mg (LP.23)
 dove il vettore g è costante, in prima approssimazione, in vicinanza della
 superficie terrestre.
 E’ immediato verificare che la forza peso è una forza conservativa, infatti
 il suo lavoro vale:
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 dL = F × dG = mg × dOG = d(mg × OG + C )
 e risulta essere un differenziale esatto perchè è espresso proprio come il
 differenziale di una funzione regolare a un sol valore:
 U = m g × OG + C (LP.24)
 Per calcolarlo esplicitamente abbiamo bisogno di scegliere un sistema
 di assi cartesiani sui quali proiettare le grandezze vettoriali in gioco.
 Generalmente sono convenienti due possibili scelte della terna di assi, l’una
 in alternativa all’altra:
 — prima scelta: prendiamo il sistema cartesiano in modo che il piano
 xy coincida con il piano orizzontale, cioè con il piano normale al vettore g
 e l’asse z , che risulta di conseguenza parallelo a g, sia orientato verso l’alto,
 cioè in verso discorde rispetto a g.
 O
 x
 y
 z
 m g
 G
 Figura LP. 3: prima scelta del riferimento per il calcolo del potenziale del peso
 Allora possiamo rappresentare i vettori mediante le loro componenti,
 ottenendo:
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 F ≡ (0, 0,−mg), OG ≡ (xG, yG, z G)
 dove g è il modulo di g. Introducendo queste informazioni nella (LP.24) segue
 l’espressione del potenziale:
 U = −mgz G + C (LP.25)
 Generalmente è comodo scegliere C = 0 in modo che il potenziale sia
 nullo al suolo, cioè per z G = 0.
 — Seconda scelta. Una scelta alternativa alla precedente consiste nella
 scelta, a parità della altre condizioni, dell’asse z orientato verso il basso, cioè
 in verso concorde con il vettore g.
 O
 x
 y
 z
 m g
 G
 Figura LP. 4: seconda scelta del riferimento per il calcolo del potenziale del
 peso
 In questo caso le componenti dei vettori sono:
 F ≡ (0, 0, mg), OG ≡ (xG, yG, z G)
 e quindi il potenziale risulta essere dato da:
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 U = mgz G + C (LP.26)
 con il vantaggio di avere eliminato il segno negativo dalla formula.
 forza centrale
 Si dice forza centrale una forza la cui retta d’azione passa sempre per un punto fisso C dello spazio detto centro di forza, comunque venga fatto variare il suo punto di applicazione P
 • Quando una forza centrale dipende solo dalla distanza del suo punto di
 applicazione dal centro di forza, allora risulta essere conservativa.
 PF
 u
 O
 Figura LP. 5: seconda scelta del riferimento per il calcolo del potenziale del
 peso
 Infatti, detto u il versore di CP possiamo rappresentare, in base alla
 definizione data, una forza centrale che dipende solo dalla distanza come:
 F = F (r)u, r = |CP | (LP.27)
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 Se F (r) > 0 la forza si dice repulsiva in quanto tende ad allontanare il
 punto P su cui agisce dal centro di forza, viceversa se F (r) < 0 viene detta
 attrattiva.
 Verifichiamo che una tale forza è conservativa e ne calcoliamo il
 potenziale. Calcoliamo il lavoro:
 dL = F × dP = F (r)u× dCP
 Ma:
 CP = ru
 e quindi:
 dL = F (r)u× (udr + rdu)
 Tenendo conto che u è un versore abbiamo:
 u2 = 1 =⇒ u× du = 0
 da cui:
 dL = F (r) dr
 Supponendo che F (
 r)
 sia una funzione continua, come accade
 generalmente per le variabili di natura fisica, è possibile scrivere
 F (r) dr = d
 rr0
 F (r) dr
 Abbiamo dunque espresso il lavoro come il differenziale della funzione:
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 U (r) = rr0
 F (r) dr (LP.28)
 Un tipico esempio di forza centrale dipendente dalla distanza è dato dalla
 forza gravitazionale di Newton per la quale risulta:
 F (r) = −h M m
 r2
 (LP.29)
 e quindi:
 U (r) = h M m
 r + C (LP.30)
 In questo caso lo zero del potenziale viene generalmente scelto all’infinito
 in modo che risulti:
 U (r) = h M mr
 (LP.31)
 Lavoro di un sistema di forze
 Oltre al lavoro di una singola forza applicata ad un punto si definisce il
 lavoro di un sistema di forze applicate in più punti. Un sistema di forze
 può essere un insieme discreto oppure una distribuzione continua di vettoridi forza i cui punti di applicazione costituiscono un insieme che ha la potenza
 del continuo. Va evidenziato che se un sistema di forze agisce su di un corpo
 non vi sono necessariamente forze applicate su tutti i punti del corpo, per
 cui può benissimo accadere che un corpo sia continuo, ma che i punti ai
 quali sono applicate le forze che agiscono su di esso costituiscano un insieme
 discreto. Perciò l’insieme dei punti di applicazione di un sistema di forze non
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 va identificato con l’insieme dei punti materiali che costituiscono il corpo sul
 quale il sistema di forze agisce.
 Lavoro di un sistema discreto di forze
 Dato il sistema discreto di n forze applicate in n punti:
 F = (P s,F s), s = 1, 2, · · · , n
 si definisce lavoro del sistema di forze la somma dei lavori di tutte le forze al
 variare dei rispettivi punti di applicazione. In particolare, come per il lavoro
 di una sola forza si distinguono:
 — il lavoro possibile:
 ∂L =n
 s=1
 F s × ∂P s (LP.32)
 — e il lavoro virtuale:
 δL =n
 s=1
 F s × δP s (LP.33)
 Nella pratica nei casi in cui non c’è ambiguità di interpretazione si usa
 generalmente il simbolo d, scrivendo:
 dL =n
 s=1
 F s × dP s
 Si noti che qualora si voglia integrare il lavoro di un sistema di forze,
 occorre considerare il lavoro finito di ogni forza integrato sulla traiettoria γ sdel rispettivo punto di applicazione, e cioè:
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 L =n
 s=1
 γ s
 F s × dP s
 mentre si ricorre alle altre notazioni quando è necessario distinguere
 esplicitamente a quale tipo di lavoro si fa riferimento.
 Lavoro di un sistema continuo di forze
 Dato il sistema continuo di forze applicate ai punti di un dominioC , avente
 la potenza del continuo, ad ogni elemento dC centrato in un punto P del
 dominio si associa l’elemento di forza:
 dF = f (P, v, t) dC (LP.34)
 dove la funzione f (P, v, t), che si suppone definita su tutto il dominio, è detta
 densità di forza. La relazione (LP.34) si dice legge di distribuzione della forza.
 In questo caso si definisce lavoro del sistema di forze l’integrale dei lavoridi tutti gli elementi di forza al variare dei rispettivi punti di applicazione. In
 particolare si distinguono:
 — il lavoro possibile:
 ∂L = C
 f (P, v, t) × ∂P dC (LP.35)
 — e il lavoro virtuale:
 δL = C
 f (P, v, t) × δP dC (LP.36)
 In questo caso, il lavoro finito è l’integrale su tutto il dominio C , che
 definisce il continuo, dei lavori delle singole forze integrati sulle rispettive
 traiettorie γ (P ) dei punti di applicazione:
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 L = C
 γ (P )
 f (P, v, t) × ∂P dC
 Nel seguito ci riferiremo a sistemi di forze discreti, avendo indicato qui
 come procedere per l’estensione dei risultati al continuo.
 Lavoro di un sistema di forze applicate a un corpo rigido
 Supponiamo di avere un sistema discreto di n forze applicate ad n punti
 di un corpo rigido: in questo caso il lavoro possibile e il lavoro virtuale
 acquistano una caratterizzazione particolare in quanto i punti del corpo non si
 possono muovere arbitrariamente, ma i loro spostamenti sono soggetti alla
 legge di distribuzione (CR.70) che possiamo specializzare nel nostro caso
 come:
 ∂P s = ∂Ω + ∂ ψ ∧ ΩP s (LP.37)
 per gli spostamenti possibili e:
 δP s = δΩ + δ ψ ∧ ΩP s (LP.38)
 per gli spostamenti virtuali. Notiamo che se il corpo rigido è libero gli
 spostamenti virtuali e quelli possibili coincidono, perchè l’unico vincolopresente è il vincolo di rigidità che è indipendente dal tempo. Se il corpo
 rigido è soggetto anche a vincoli esterni gli spostamenti non coincideranno se
 i vincoli esterni dipendono dal tempo.
 Introducendo la legge di distribuzione degli spostamenti nella definizione
 di lavoro di un sistema di forze otteniamo, per esempio per il lavoro virtuale:
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 δL =n
 s=1
 F s × (δΩ + δ ψ ∧ ΩP s) =
 =n
 s=1
 F s × δΩ +n
 s=
 F s × δ ψ ∧ ΩP s
 Dal momento che δΩ è indipendente dall’indice s possiamo raccoglierlo
 a fattor comune nella prima sommatoria a secondo membro della relazione
 precedente:
 ns=1
 F s × δΩ =
 ns=
 F s
 × δΩ = R × δΩ
 avendo introdotto il vettore risultante delle forze applicate:
 R =
 ns=1
 F s
 Inoltre utilizzando la proprietà commutativa del prodotto scalare,
 possiamo scrivere:
 F s × δ ψ ∧ ΩP s = δ ψ ∧ ΩP s × F s
 Infine per le proprietà del prodotto misto possiamo scambiare gli operatori
 ∧ e × ottenendo:
 δ ψ ∧ ΩP s × F s = δ ψ × ΩP s ∧ F s
 Scrivendo ora la seconda sommatoria che compare nell’espressione del
 lavoro prima calcolata raccogliamo δ ψ a fattor comune:
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 ns=1
 δ ψ × ΩP s ∧ F s = δ ψ ×
 ns=
 ΩP s ∧ F s
 = M Ω × δ ψ
 avendo introdotto il vettore momento risultante delle forze applicate:
 M Ω =
 ns=1
 ΩP s ∧ F s
 Introducendo questi risultati nell’espressione del lavoro abbiamo,
 finalmente che il lavoro virtuale di un sistema di forze applicate ad un corpo
 rigido si esprime mediante la relazione:
 δL = R × δΩ + M Ω × δ ψ (LP.39)
 Lo stesso risultato si ottiene per il lavoro possibile.
 Come caso particolare si ha il lavoro di una coppia applicata ad un corpo
 rigido avente momento M il cui valore è, com’ è noto indipendente dal polo.
 Poichè per una coppia il risultante è nullo, abbiamo nella (LP.39):
 δLcoppia = M × δ ψ (LP.40)
 • Dai risultati precedenti traiamo un’importante conseguenza: poichè il
 lavoro di un sistema di forze applicate ai punti di un corpo rigido dipendesolo dal risultante e dal momento risultante delle forze, ne consegue che illavoro non è alterato se si compiono delle operazioni elementari sul sistemadi vettori applicati delle forze, dal momento che tali operazioni non alteranonè il risultante nè il momento risultante. In mancanza della condizione di
 rigidità ciò non è più vero, perchè il lavoro viene a dipendere da ogni singola
 forza applicata e dai singoli spostamenti dei punti di applicazione.
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 • Tutti i risultati precedenti sono applicabili anche ad un corpo non rigido
 quando viene sottoposto a soli spostamenti rigidi, cioè tali da rispettare la
 condizione di rigidità attraverso la legge di distribuzione degli spostamenti
 rigidi.
 Lavoro di un sistema di forze applicate a un sistema olonomo
 Un sistema olonomo a N gradi di libertà è caratterizzato dalla relazione
 (CS.21):
 OP s = OP s(q 1, q 2, · · · , q N , t)
 che identifica le coordinate dei punti del sistema mediante i parametri
 lagrangiani q h e il tempo. Se i vincoli sono dipendenti dal tempo gli
 spostamenti possibili:
 ∂P s = ∂P s
 ∂q h∂q h +
 ∂P s
 ∂t ∂t
 si diversificano dagli spostamenti virtuali:
 δP s = ∂P s
 ∂q hδq h
 E quindi anche i lavori virtuali e possibili si diversificano tra loro.
 Abbiamo per il lavoro possibile:
 ∂L =n
 s=1
 F s ×
 ∂P s
 ∂q h∂q h +
 ∂P s
 ∂t ∂t
 =
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 =n
 s=1
 F s × ∂P s
 ∂q h∂q h +
 ns=1
 F s × ∂P s
 ∂t ∂t
 E per il lavoro virtuale:
 δL =n
 s=1
 F s × ∂P s
 ∂q hδq h
 E’ conveniente introdurre le quantità:
 Qh =n
 s=1
 F s × ∂P s
 ∂q h(LP.41)
 che prendono il nome di forze generalizzate di Lagrange o anche di
 componenti lagrangiane delle forze. Inoltre la quantità:
 W =n
 s=1
 F s × ∂P s∂t
 (LP.42)
 che rappresenta la potenza sviluppata dalle forze al variare dei vincoli.
 Otteniamo allora, per i lavori delle forze agenti su di un sistema olonomo
 le seguenti espressioni:
 ∂L = Qh ∂q h + W ∂t (LP.43)
 δL = Qh δq h (LP.44)
 A queste formule possiamo dare in alternativa una rappresentazione
 simbolica anzichè indiciale introducendo i vettori a N componenti:
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 q ≡ (q h), Q ≡ (Qh)
 Abbiamo allora nelle espressioni dei lavori:
 ∂L = Q × ∂ q + W ∂t (LP.45)
 δL = Q × δ q (LP.46)
 nelle quali × indica il prodotto scalare nello spazio delle configurazioni.
 Sistemi di forze conservativi
 Diamo la seguente definizione di sistema di forze conservativo.
 Un sistema di forze si dice conservativo quando la forma differenzialedel lavoro totale delle forze è un differenziale esatto, cioè è ildifferenziale di una funzione regolare a un sol valore U
 In tal caso il potenziale U rappresenta il potenziale relativo all’intero
 sistema di forze.
 • Notiamo che se ogni singola forza applicata a un punto del sistema
 è conservativa allora l’intero sistema di forze è conservativo, perchè la
 somma di differenziali esatti è ancora un differenziale esatto. Tuttavia può
 anche accadere che le singole forze, considerate separatamente non siano
 conservative, ma lo siano nel loro complesso, in quanto i differenziali dei
 lavori di ciascuna forza non sono differenziali esatti, ma lo è la loro somma.
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 • Per un sistema olonomo, quando i vincoli dipendono dal tempo, il
 potenziale sarà generalmente una funzione dei parametri lagrangiani e del
 tempo:
 U = U (q h, t)
 Infatti deve accadere che:
 ∂L = ∂ U (LP.47)
 ovvero:
 Qh ∂q h + W ∂t = ∂U
 ∂q h∂q h +
 ∂U
 ∂t ∂t
 identità che viene soddisfatta se e solo se:
 Qh = ∂U
 ∂q h, W =
 ∂U
 ∂t (LP.48)
 Mentre se i vincoli sono indipendenti dal tempo, dovendo essere di
 conseguenza W = 0 identicamente, segue, dalla seconda delle (LP.48) che
 U non può contenere la dipendenza esplicita dal tempo.
 • Osserviamo che se il lavoro possibile è un differenziale esatto anche il
 lavoro virtuale è un differenziale esatto, in quanto la prima delle (LP.48) è
 sufficiente a garantire che:
 δL = ∂U
 ∂q hδq h = δU
 Il viceversa non è generalmente vero, perchè il fatto che sussista la prima
 delle (LP.48) non basta a garantire che la (LP.47) sia verificata, a meno che i
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 sono indipendenti dal tempo, oppure quando ci si limita all’esame dei lavori
 virtuali.
 Determinazione del potenziale
 Dal punto di vista operativo quando si ha a che fare con una forma
 differenziale lineare e si vuole verificare se è esatta, e nel caso che lo sia
 si vuole determinare il potenziale, possiamo procedere seguendo due vie
 alternative.
 — La prima strada è diretta: consiste nel cercare di esprimere
 direttamente, se è possibile, mediante manipolazioni algebriche, la forma
 differenziale come differenziale di una funzione regolare a un sol valore. Se
 si riesce in questo allora si è verificato direttamente che tale funzione esiste e
 si è pervenuti a determinare il potenziale. Questo metodo è facile da utilizzare
 nei casi più semplici.
 Per esempio, sia data la forma differenziale:
 dω = 2xy2
 dx + 2x2
 y dy
 E’ immediato che si tratta del differenziale di un prodotto e che si può
 scrivere:
 dω = y2 d(x2) + x2 d(y2) = d(x2y2 + C )
 e quindi il potenziale esiste e vale:
 U (x, y) = x2y2 + C
 — La seconda strada è indiretta: si può sempre utilizzare, anche se
 generalmente è meno rapida della precedente; in particolare la si utilizza
 quando non si è in grado di procedere con il metodo diretto. Essa consiste
 di due passi logici:
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 a) verifica delle condizioni (LP.49) necessarie e sufficienti, quando il
 dominio è semplicemente connesso, per l’esistenza del potenziale;
 b) se le condizioni (LP.49) sono soddisfatte si passa all’integrazione del
 potenziale.
 L’integrazione del potenziale, ad esempio nel caso di una forma
 differenziale lineare in due variabili del tipo:
 dω = f (x, y) dx + g(x, y) dy
 si può fare nel modo seguente; dopo aver verificato che:
 ∂f
 ∂y =
 ∂g
 ∂x
 ed esserci assicurati che il dominio è semplicemente connesso, sappiamo che
 il potenziale esiste e quindi che:
 ∂U
 ∂x = f (x, y),
 ∂U
 ∂y = g(x, y) (LP.50)
 Integrando la prima rispetto alla variabile x abbiamo:
 U (x, y) = F (x, y) + ϕ(y)
 dove:
 F (x, y) = xx0
 f (ξ, y) dξ
 essendo ϕ(y) una funzione in y da determinare. Derivando rispetto a
 y il potenziale ottenuto e imponendo la seconda delle condizioni (LP.50)
 ricaviamo un’equazione differenziale per la funzione incognita ϕ(y):

Page 286
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 286/473
 lavoro e potenziale 285
 ∂F (x, y)
 ∂y +
 dϕ(y)
 dy = g(x, y)
 Integrando infine quest’ultima rispetto alla variabile y otteniamo:
 ϕ(y) = yy0
 g(x, η) dη − F (x, y) + F (x, y0)
 Quindi il potenziale risulta dato da:
 U (x, y) = xx0
 f (ξ, y0) dξ + yy0
 g(x, η) dη (LP.51)
 Riprendendo l’esempio esaminato con il metodo diretto avremmo:
 a) verifica delle condizioni (LP.49):
 ∂f
 ∂y = 4xy =
 ∂g
 ∂x
 b) integrazione del potenziale mediante la (LP.51):
 U (x, y) = xx0
 2ξy20 dξ +
 yy0
 2x2η dη = (x2 − x20)y2
 0 + x2(y2 − y20)
 ovvero:
 U (x, y) = x2y2 − x20y2
 0
 Risultato che si identifica con quello ottenuto con il metodo diretto
 ponendo:
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 dove f , g sono regolari e definite su un dominio semplicemente connesso di
 R2 a valori in R.
 Se si verifica, per ipotesi, che g sia identicamente nulla, la forma
 differenziale assume la struttura:
 dω = f (x, y) dx (LP.52)
 Ora affinchè questa sia un differenziale esatto deve accadere, in forza del
 teorema sopra enunciato e dell’ipotesi che g è identicamente nulla, che
 ∂f
 ∂y =
 ∂g
 ∂x = 0
 Di conseguenza:
 ∂f
 ∂y
 = 0
 Quindi f non può dipendere dalla y, ma deve essere solo funzione di x.
 Perciò affinchè una forma differenziale del tipo (LP.52) sia esatta occorre che:
 dω = f (x)dx
 Nel qual caso ci ritroviamo nel caso precedentemente esaminato in cui
 esiste il potenziale.
 Ne concludiamo che una forma differenziale che ha la struttura (LP.52)con f dipendente da entrambe le variabili, non può essere esatta.
 — come terzo caso esaminiamo le tre forme differenziali:
 dω1 = f (x, y) dx, dω2 = g(x, y) dy
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 dω = f (x, y) dx + g(x, y) dy
 con f, g regolari definite su un dominio semplicemente connesso di R2 a
 valori in R e tali da soddisfare la condizione:
 ∂f
 ∂y =
 ∂g
 ∂x
 Se ne conclude che dω1 e dω2 non sono forme differenziali esatte, mentre
 la loro somma dω è esatta.
 Forze elastiche
 Tornando alla meccanica esaminiamo il comportamento del lavoro di due
 forze elastiche che vengono scambiate tra due punti A e B collegati tra loro
 mediante una molla ideale.
 Chiamiamo molla ideale un sistema meccanico ai cui punti estremi A e
 B si realizzano due forze esprimibili mediante i vettori applicati:
 (A,F A), (B, F B), F A = k2AB, F B = −F A
 con k2 costante positiva che prende il nome di costante elastica della
 molla. Due forze di questo tipo formano una coppia di braccio nullo, sono
 proporzionali alla lunghezza assunta dalla molla e si dicono forze elastiche.
 E’ conveniente introdurre un’ascissa x lungo la retta d’azione comune alle
 due forze che coincide con la congiungente i punti A e B , denotare con xA exB le loro ascisse e chiamare con u il versore della retta d’azione.
 Allora le forze elastiche si esprimono in termini delle coordinate come:
 F A = k2(xB−xA)u, F B = −k2(xB−xA)u, OA = xAu, OB = xBu
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 A
 B
 F
 u
 A
 FB
 Figura LP. 6: forze elastiche
 I lavori di queste forze considerate singolarmente sono allora:
 dLA = F A × dA = k2(xB − xA) dxA,
 dLB = F B × dB = −k2(xB − xA) dxB
 Queste sono forme differenziali del tipo (LP.52) nelle variabili xA, xB e
 come tali non sono in generale differenziali esatti. Si deve concludere che
 una forza elastica singola, realizzata da una molla ideale i cui estremi sono
 entrambi mobili, non è conservativa. Essa risulta essere conservativa se uno
 degli estremi della molla è bloccato, per cui la corrispondente ascissa diviene
 costante. Per esempio, se blocchiamo A la xA non è più una variabile perchè è
 stata fissata, e quindi i lavoro della forza applicata in A risulta nullo in quanto
 A è fisso e quindi dxA = 0. Possiamo prendere poi, per comodità A come
 origine delle ascisse e quindi xA = 0. Allora il lavoro della forza applicata in
 B vale:
 dLB = −k2xB dxB = d
 −
 1
 2 k2x2
 B + C
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 Da cui il potenziale della forza elastica realizzata da una molla ideale
 fissata nel suo estremo A ≡ O:
 U = −1
 2 k2x2
 B (LP.53)
 avendo scelto lo zero del potenziale quando la molla è a riposo, cioè per
 xB = 0.
 Nel caso invece che entrambi gli estremi della molla siano liberi le forme
 differenziali dei lavori delle singole forze non sono esatte, tuttavia è esatto il
 differenziale del lavoro totale delle due forze. Infatti abbiamo:
 dL = dLA + dLB = k2(xB − xA) dxA − k2(xB − xA) dxB =
 = −k2(xB − xA) d(xB − xA)
 grazie alla linearità dell’operatore di differenziale. E’ facile vedere che questo
 è un differenziale esatto: infatti denotando semplicemente l’allungamento
 della molla con:
 x = xB − xA
 possiamo scrivere il lavoro come forma differenziale della sola variabile x:
 dL = −k2x dx = d
 −
 1
 2 k2x2 + C
 Quindi
 il potenziale delle due forze elastiche risulta essere complessivamente dato
 da:
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 U = −1
 2 k2x2 (LP.54)
 con la solita scelta della costante C = 0.
 Dal punto di vista fisico questo risultato significa che ciò che immagazzina
 l’energia è la molla nel suo complesso per cui il bilancio delle energie del
 lavoro deve essere valutato sul lavoro totale delle due forze perchè si possa
 parlare di sistema conservativo.
 Potenziale di una coppia applicata a un corpo rigido
 Come ulteriore esempio consideriamo una coppia applicata ad un corpo
 rigido. Se il differenziale del suo lavoro risulta essere un differenziale esatto,
 allora possiamo parlare di coppia conservativa e di potenziale della coppia.
 Prendiamo, per esempio una coppia di momento:
 M = f (ϑ)u
 dove ϑ è il parametro lagrangiano che identifica la configurazione di un corpo
 rigido con un asse fisso di direzione data dal versore u, al quale è applicata la
 coppia e f è una funzione integrabile.
 Allora il lavoro della coppia vale:
 dL = M × dψ = f (ϑ) dϑ = d ϑϑ0
 f (ϑ) dϑ
 E quindi la coppia è conservativa e il suo potenziale è dato da:
 U (ϑ) = ϑϑ0
 f (ϑ) dϑ
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 O
 z
 x
 y
 ξη
 = ζ=
 ϑ
 Md ψ
 Figura LP. 7: coppia applicata a un corpo rigido con un asse fisso
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 Richiamiamo in questo capitolo i principi della dinamica che sono noti
 dalla fisica e che ci serviranno come base per lo sviluppo della statica e della
 dinamica. Ad essi aggiungiamo anche alcune informazioni e considerazioni
 inerenti l’attrito e la natura dei vincoli. Partiamo dai tre principi della
 dinamica newtoniana.
 • Primo principio della dinamica o principio d’inerzia: un punto
 materiale non soggetto a forze si trova in quiete o in moto rettilineo uniforme.
 • Secondo principio della dinamica o equazione fondamentale della
 dinamica: un punto materiale soggetto a un forza F si muove con
 un’accelerazione direttamente proporzionale alla forza secondo la legge:
 F = ma (PM.1)
 La costante m caratteristica del punto materiale prende il nome di massa
 inerziale e risulta uguale alla massa gravitazionale che compare nella legge
 della forza peso (LP.24).
 • Terzo principio della dinamica o principio di azione e reazione:
 dato un sistema di punti materiali interagenti tra loro, le forze che tali
 punti si scambiano a due a due (forze interne) sono uguali in modulo, di
 verso opposto, e hanno la stessa retta d’azione che coincide con la retta
 congiungente i due punti; ovvero sono riducibili a coppie di braccio nullo.
 Come è evidente il primo principio, nella sua formulazione classica, nonè indipendente dal secondo, ma ne è una diretta conseguenza. Infatti basta
 porre F = 0 nella (PM.1) per ottenere, essendo m = 0, a = 0 e cioè il primo
 principio.
 La formulazione del primo principio, come è stata data, ha una ragione
 storica, in quanto esso fu stabilito prima del secondo principio. Tuttavia,
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 una volta stabilita la (PM.1) esso diviene superfluo. Però l’esperienza mostra
 che il secondo principio non è valido per ogni osservatore, ma solo per una
 particolare classe di osservatori ai quali si dà il nome di inerziali. Allora il
 primo principio della dinamica si sostituisce con il postulato dell’esistenza
 di almeno un osservatore rispetto al quale il secondo principio risulta valido.
 Praticamente si ritiene inerziale l’osservatore solidale con le stelle fisse.
 Ai tre principi della dinamica classica si aggiungono le seguenti leggi della
 meccanica.
 • Principio di relatività galileiana: non è possibile mediante esperimenti
 di meccanica stabilire se ci si trova in quiete o in moto rettilineo uniforme;
 ovvero: i concetti di quiete e di moto rettilineo uniforme non sono assoluti,
 ma relativi ad un osservatore al quale vengono riferiti.
 Questo risultato si spiega, come vedremo trattando della dinamica relativa,
 per il fatto che due osservatori in moto rettilineo uniforme, dei quali uno sia
 inerziale, risultano esserlo entrambi e, di conseguenza, i fenomeni meccanici
 rispetto a ciascuno di essi obbediscono alla stessa legge (PM.1).
 • Principio di composizione delle forze: questo principio esprime ilcarattere vettoriale della (PM.1). Esso si può enunciare nel modo seguente: se
 una forza F 1 applicata ad un punto produce un’accelerazione a1 e una forza
 F 2 applicata allo stesso punto produce un’accelerazione a2, quando le due
 forze vengono applicate simultaneamente, esse producono l’accelerazione
 a = a1 + a2 corrispondente all’effetto della forza risultante F = F 1 + F 2.
 Ciò significa che, agli effetti dinamici, un insieme di due o più forze applicate
 allo stesso punto, può essere sostituito con una sola forza pari al loro
 risultante.
 Per trattare i problemi di meccanica celeste ci occorre anche la conoscenzadella:
 • Legge di gravitazione universale di Newton: la forza gravitazionale che
 una massa puntiforme M esercita su un’altra massa puntiforme m è data da:
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 F = −h M m
 r2 u (PM.2)
 dove h è la costante universale di Cavendish, r è la distanza fra le due masse
 e u il versore della congiungente le due masse uscente dal punto di massa M .
 Si aggiungono a queste le leggi riguardanti i vincoli e l’attrito. Quando
 si studia il moto di un punto materiale vincolato, per poter trattare l’azione
 del vincolo in termini di una forza e valutarne quindi gli effetti dinamici, siassume la validità del seguente:
 • Postulato delle reazioni vincolari: ad ogni vincolo agente su un
 punto materiale può essere sostituita una forza che realizza lo stesso effetto
 dinamico del vincolo. Tale forza prende il nome di reazione vincolare. La
 reazione vincolare si può allora interpretare come la forza che il vincolo
 deve esplicare sul punto per mantenerlo vincolato. Chiaramente se il vincolo
 agisce su un sistema di più punti materiali, ad ogni punto risulta applicata una
 reazione vincolare che produce gli stessi effetti del vincolo.
 FF
 Φ
 Figura PM. 1: sostituzione di un vincolo con la corrispondente reazionevincolare
 Le forze esplicate dai vincoli (reazioni vincolari ) vengono denotate con
 la lettera greca Φ per distinguerle dalle forze di natura non vincolare, alle
 quali si dà il nome di forze attive e che si denotano usualmente conF , salvo
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 che vengano specificate indicazioni in contrario. Con questa convenzione la
 (PM.1), quando si ha a che fare con punti vincolati e risulta utile separare le
 forze attive dalle reazioni vincolari, si riscrive:
 F + Φ = ma (PM.3)
 Va osservato che, per determinare il moto di un punto da una legge come la(PM.3), occorre la conoscenza delle forze; tuttavia, normalmente, si riesce a
 conoscere solo la forza attiva agente su un punto, mentre la reazione vincolare
 è un’ulteriore incognita. Allora per determinare sia il moto che la Φ occorre,
 generalmente, aggiungere alla (PM.3) qualche informazione sui vincoli, in
 modo da portare il numero delle equazioni di cui si dispone ad uguagliare il
 numero delle incognite del problema rendendolo, così, determinato. Queste
 ulteriori informazioni sono legate alla conoscenza delle leggi dell’attrito e alla
 definizione di vincolo liscio.
 Attrito
 Dal punto di vista macroscopico si può pensare un vincolo come realizzato
 da un corpo che, mediante un’azione di contatto, impedisce ad un altro corpo
 di assumere determinate posizioni e di compiere determinati spostamenti.
 Il contatto tra due corpi avviene, fisicamente, in superfici di contatto più
 o meno estese: pensare ad un solo punto o ad una curva di contatto è,
 in effetti, un’astrazione matematica, che in taluni casi costituisce tuttavia
 una descrizione accettabile e che semplifica la trattazione del problema. In
 realtà, dal punto di vista fisico, possiamo pensare sempre all’esistenza di una
 superficie di contatto nei punti della quale sono applicate, al corpo vincolato,
 le reazioni vincolari (superficie del vincolo). Caratterizzando con:
 f (x,y,z ) = 0
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 l’equazione cartesiana della superficie di contatto, rispetto ad una terna di assi
 ortogonali Oxyz , e considerando una qualunque di queste reazioni vincolari,
 possiamo decomporla in una componente normale alla superficie e in una
 componente sul piano tangente alla superficie stessa, nel punto di applicazione
 della Φ.
 P
 v
 Φ
 Φ
 Φ
 n
 T
 Figura PM. 2: attrito su una superficie
 Possiamo così rappresentare la reazione vincolare come somma vettorialedelle due componenti tangente e normale:
 Φ = ΦT u + Φnn (PM.4)
 dove:
 n = ∇f
 |∇f |rappresenta il versore normale alla superficie di contatto e u è il versore della
 componente della reazione vincolare sul piano tangente.
 Chiamiamo attrito la componente della reazione vincolare sul piano
 tangente alla superficie di contatto con il vincolo. Ne consegue che:
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 • In una superficie (o in una curva) priva di attrito la reazione vincolare è
 sempre normale alla superficie del vincolo oppure è nulla.
 attrito dinamico
 • L’esperienza mostra che se il punto di applicazione della Φ si muove
 con una velocità v = 0 rispetto alla superficie del vincolo, allora il versore u
 dell’attrito è opposto al versore della velocità:
 u = − v|v|
 Inoltre gli esperimenti mostrano che, quando v = 0 la componente
 ΦT , che rappresenta l’attrito, è legata alla componente normale Φn da una
 relazione di proporzione diretta del tipo:
 |ΦT | = f d|Φn| (PM.5)
 nota come legge di Coulomb-Morin per l’attrito dinamico.
 La costante di proporzionalità f d si dice coefficiente di attrito dinamico
 ed è caratteristica dei materiali che venendo a contatto realizzano l’attrito. La
 struttura dell’equazione (PM.5) suggerisce in maniera naturale l’introduzione
 dell’angolo di attrito dinamico definito dalla relazione:
 tanϕd = |ΦT |
 |Φn| = f d (PM.6)
 L’angolo di attrito viene a rappresentare l’angolo compreso tra la reazione
 vincolare Φ e il vettore Φnn. Poichè la velocità del punto di applicazione
 della Φ può assumere qualunque direzione sul piano tangente, ne viene di
 conseguenza che anche l’attrito ΦT u può assumere tutte queste direzioni.
 Quindi laΦ può assumere, al variare di u, la direzione di qualsiasi generatrice
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 ϕΦ
 Φ
 Φn
 T
 Figura PM. 3: angolo di attrito
 del cono circolare retto di semiapertura ϕd, avente come asse di simmetria
 la retta normale alla superficie condotta per il punto di applicazione della
 reazione vincolare. A tale cono si dà perciò il nome di cono di attrito
 dinamico.
 • Nel caso dinamico la Φ giace sempre sul cono di attrito. In particolare
 il cono avrà una sola falda se il vincolo è unilaterale e due falde se il vincoloè bilaterale.
 Φ
 ϕ
 Figura PM. 4: cono di attrito di una superficie
 Ci sono casi in cui il vincolo può essere idealizzato, in prima
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 approssimazione con una curva di contatto, anzichè con una superficie:
 un esempio tipico è dato da un punto materiale vincolato a muoversi su
 una curva assegnata. Questa schematizzazione rappresenta, evidentemente,
 un’astrazione, in quanto la curva sarà realizzata in pratica con una guida o,
 comunque, mediante un corpo che è dotato di una superficie, e il punto sarà,
 di fatto, un cursore o un anello che scorre sulla guida. Quindi, nella realtà
 vi saranno sempre delle superfici di contatto. In prima approssimazione,
 però, può essere sufficiente una descrizione unidimensionale del problema
 che approssima la guida ad una curva e il cursore ad un punto. Se si adottaquesto schema la legge dell’attrito dinamico (PM.5) risulta ancora applicabile.
 In tal caso, però, non avremo una sola normale, ma un intero piano
 normale alla curva, mentre non avremo più un piano tangente, ma una retta
 tangente alla curva. E’ conveniente proiettare allora la reazione vincolare Φ
 sul triedro di Frenet:
 Φ = ΦT T + ΦN N + ΦBB
 Φ
 Φ
 Φ
 Φ
 T
 B
 N
 Figura PM. 5: attrito su una curva
 essendo T il versore tangente, N il versore normale principale e B il
 versore binormale. La componente lungo la tangente rappresenta l’attrito.
 La componente della Φ normale alla curva risulta in questo caso espressa
 mediante la composizione ΦN N + ΦBB e quindi il suo modulo vale:
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 |Φn| =
 ΦN
 + ΦB
 Di conseguenza la legge di Coulomb-Morin per l’attrito dinamico si può
 specializzare al caso di una curva di contatto come:
 |ΦT | = f d
 Φ
 N + Φ
 B (PM.7)
 Φ
 ϕ
 Figura PM. 6: cono di attrito di una curva
 La reazione vincolare Φ viene ad avere la direzione della generatrice di
 un cono di semiapertura π
 2 − ϕd che rappresenta il cono di attrito dinamico
 relativo alla curva.
 attrito statico
 Diverso è il comportamento dell’attrito nel caso in cui il punto di
 applicazione della reazione vincolare considerata abbia velocità nulla rispetto
 alla superficie o alla curva di contatto, cioè si abbia v = 0 in un certo
 intervallo di tempo. In questo caso si parla di attrito statico.
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 L’esperienza fornisce per questo caso la legge di Coulomb-Morin per
 l’attrito statico:
 |ΦT | ≤ f s|Φn| (PM.8)
 nella quale il significato di ΦT , Φn è lo stesso, mentre f s, che prende il nome
 di coefficiente di attrito statico ha in genere un valore diverso da quello
 di f d. In questa situazione l’attrito non ha una direzione identificata da
 nessuna velocità, perchè non c’è alcun moto. La direzione e il verso sono
 invece identificate dalle condizioni che garantiscono l’equilibrio del sistema
 meccanico considerato, come si vedrà in statica.
 Si definisce poi un angolo di attrito statico mediante la relazione:
 tanϕs = f s (PM.9)
 e così pure un cono di attrito statico in maniera del tutto analoga al caso
 dinamico.
 La presenza della disuguaglianza, nella legge dell’attrito statico (PM.8)
 comporta il fatto che la reazione vincolare cade non esternamente alla regione
 di spazio delimitata dal cono di attrito statico e solo come caso limite si può
 trovare sulla superficie del cono.
 Per comprendere il senso fisico della disuguaglianza nella (PM.8)
 consideriamo, a titolo di esempio, un piano con attrito, inclinato di un angolo
 α rispetto al piano orizzontale. Poniamo poi un copro pesante, di massa
 m, schematizzato con il suo baricentro G, sul piano inclinato. La reazione
 vincolare Φ, se il punto si mantiene in quiete, per cui v = 0, a = 0, graziealla (PM.3) è tale che:
 mg + Φ = 0
 Proiettando sul piano e sulla normale ad esso abbiamo, di conseguenza:
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 |ΦT | = |Φ|senα = mg sen α
 |Φn| = |Φ|cosα = mg cos α
 che sostituite nella (PM.8) comportano:
 tanα ≤ tanϕs
 e poichè gli angoli in questione sono, per definizione, acuti o al più retti,
 segue:
 α ≤ ϕs
 Questo significa che l’attrito statico può garantire che il corpo appoggiato
 rimanga nelle condizioni in cui si trova, per cui v = 0, a = 0, cioè in quiete,fino a che l’angolo α di inclinazione del piano non supera l’angolo di attrito
 statico ϕs, cioè fino a che la reazione vincolare Φ si mantiene non esterna al
 cono di attrito statico.
 α
 α ϕs
 Φ
 m g
 Figura PM. 7: piano inclinato con attrito statico
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 Come per l’attrito dinamico anche nel caso dell’attrito statico la (PM.8) si
 può specializzare per una curva dotata di attrito, nella forma:
 |ΦT | ≤ f s
 ΦN
 + ΦB
 (PM.10)
 vincoli privi di attrito
 L’esperienza ci mostra che l’attrito tende a compiere lavoro negativo
 dissipando energia; un vincolo privo di attrito, invece, non dissipa energia.
 In particolare è immediato verificare che il lavoro virtuale delle reazioni
 vincolari, in un vincolo privo di attrito, è sempre non negativo, qualunque
 sia lo spostamento virtuale considerato.
 Per rendercene conto possiamo considerare una superficie, priva di attritoche vincola un sistema materiale qualunque. Per semplicità supponiamo
 che il contatto avvenga in un numero finito di punti P 1, P 2, · · · , P n ai quali
 sono applicate le reazioni vincolari Φ1,Φ2, · · · ,Φn, l’estensione al continuo
 potendosi fare senza difficoltà.
 Consideriamo la generica reazione Φs applicata in P s: non essendoci
 attrito essa risulta normale alla superficie e il suo lavoro è nullo per tutti
 gli spostamenti virtuali che appartengono al piano tangente alla superficie,
 che sono tutti reversibili, e se il vincolo è unilaterale, è positivo per tutti gli
 spostamenti di distacco dalla superficie, che sono tutti irreversibili. Infatti:
 δLs = Φs × δP s = |Φs||δP s|cosϑs ≥ 0 ∀δP s
 essendo l’angolo ϑs tra la reazione vincolare e lo spostamento, acuto per
 gli spostamenti irreversibili e retto per gli spostamenti reversibili. Questa
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 relazione vale per ogni reazione vincolare agente sul sistema meccanico e
 quindi il lavoro totale delle reazioni vincolari risulta essere la somma di lavori
 non negativi ed è dunque non negativo.
 O
 x
 y
 z
 P
 F
 d P
 Φ
 f(x,y,z) = 0
 ∇f
 Figura PM. 8: superficie priva di attrito
 Le stesse considerazioni si possono ripetere anche nel caso di una curva
 priva di attrito. Osserviamo che il ricorso ai lavori virtuali, anzichè ai lavori
 possibili si giustifica per il fatto che i lavori virtuali non tengono conto delle
 eventuali variazioni dei vincoli nel tempo il cui contributo potrebbe alterare il
 segno dei lavori in un modo che dipenderebbe, caso per caso, dalla legge con
 cui i vincoli variano nel tempo.
 Principio delle reazioni vincolari
 Siamo così condotti, da queste considerazioni, ad introdurre un nuovo
 principio detto principio delle reazioni vincolari che rappresenta la
 definizione di una classe speciale di vincoli nota col nome di vincoli lisci
 e si enuncia nella maniera seguente:
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 Si dicono lisci quei vincoli che sono capaci di esplicare tutte e
 solamente quelle forze ( che sono le reazioni vincolari) il cui lavoro
 virtuale risulta non negativo, per ogni spostamento virtuale
 ovvero in formula:
 δL(v) ≥ 0, ∀δP s (PM.11)
 essendo:
 δL(v) =ns=1
 Φs × δP s
 Da questa definizione nascono le seguenti conseguenze:
 • In presenza di vincoli lisci, solamente le reazioni vincolari possonoesplicare un lavoro non negativo per ogni spostamento virtuale: quindi, se si
 trovano delle forze che soddisfano tale condizione, esse sono necessariamente
 delle reazioni vincolari. Anticipiamo fin d’ora che questa conseguenza sarà
 chiamata in causa nella dimostrazione della sufficienza del principio dei lavori
 virtuali.
 • Nella classe dei vincoli lisci, così definiti, vengono a trovarsi tutti i
 vincoli privi di attrito e inoltre anche quei vincoli in cui l’attrito, pur essendo
 presente, non dissipa energia. Perciò la classe dei vincoli lisci definiti dal
 principio delle reazioni vincolari è più generale della classe dei vincoli prividi attrito.
 Consideriamo ora due casi notevoli di vincolo liscio che non sono
 riconducibili all’usuale definizione di vincolo privo di attrito e che soddisfano
 tuttavia il principio delle reazioni vincolari.
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 corpo rigido con un punto fisso
 Consideriamo un corpo rigido con un punto fisso Ω . E’ chiaro che, dal
 punto di vista fisico, il vincolo di un punto fisso si può realizzare con una
 cerniera che non è un punto privo di dimensioni, ma ha una sua struttura,
 con delle superfici di contatto, e se non vi è attrito le reazioni vincolari
 saranno normali alla superficie del vincolo. Tuttavia nell’idealizzazione
 matematica che noi operiamo, schematizzando tale vincolo con un punto
 privo di dimensioni, non abbiamo superfici rispetto alle quali tracciare delle
 normali. Perciò non siamo in grado di stabilire se il vincolo sia privo di attrito
 o meno. Possiamo, però, verificare che il vincolo è liscio nel senso definito
 dal principio delle reazioni vincolari.
 Ω
 Φ
 Figura PM. 9: corpo rigido con un punto fisso
 Infatti, essendo il vincolo costituito da un solo punto, la reazione vincolare
 può essere applicata solamente nel punto fisso Ω e il suo lavoro risulta essere:
 δL
 (v)
 = Φ × δΩ = 0
 in quanto δΩ = 0 essendo proibito al punto fisso ogni spostamento. E così il
 principio delle reazioni vincolari risulta soddisfatto.
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 vincolo di puro rotolamento
 Un altro caso notevole di vincolo liscio è dato dal vincolo di puro
 rotolamento. Consideriamo, per esempio, un disco rigido che rotola senza
 strisciare su una curva. In questo caso l’esperienza ci mostra che l’attrito
 deve essere presente, altrimenti il disco striscerebbe.
 C
 vΦ
 Figura PM. 10: vincolo di puro rotolamento
 L’unico punto in cui il vincolo può interagire con il disco è il punto di
 contatto C tra il disco e la curva; dunque la reazione vincolare deve essere
 applicata al punto del corpo rigido che si trova a coincidere istante per istante
 con C . Il lavoro vale allora:
 δL(v) = Φ × δC = 0
 ed è nullo in quanto il punto C è un centro di istantanea rotazione. Infatti lo
 spostamento del punto del corpo rigido che nell’istante considerato si trova acoincidere con C (spostamento di trascinamento), ovvero lo spostamento del
 punto C pensato istante per istante come punto appartenente al corpo rigido,
 risulta essere nullo.
 In questo caso l’attrito è presente, ma non compie lavoro e non dissipa
 quindi energia.
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 Chiaramente anche in questo caso lo schema adottato è una idealizzazione
 della realtà: infatti se fosse vero che l’attrito pur essendo presente non dissipa
 energia, perchè non compie lavoro, il disco dovrebbe continuare a muoversi
 indefinitamente lungo la curva, senza arrestassi. Questo non succede (e
 non succederebbe anche in assenza di resistenza dell’aria al moto del disco
 e in assenza di piccole deformazioni che riscaldano il disco a spese di
 energia meccanica) perchè nella realtà l’appoggio non avviene in un punto
 geometrico, ma in una piccola area di contatto e quindi le reazioni vincolari
 non sono riducibili a un solo vettore applicato, ma ad un vettore e a una coppiail cui momento compie lavoro. La presenza di questo momento addizionale è
 responsabile del cosiddetto attrito volvente che rallenta il moto del disco fino
 ad arrestarlo.
 Unictà della soluzione
 Per concludere questo capitolo sui principi della meccanica dobbiamo
 svolgere qualche considerazione di carattere analitico sull’equazionefondamentale della dinamica (PM.1), nella quale conglobiamo, in questo
 momento, con l’unico termine F tutte le forze agenti sul punto.
 Essa rappresenta un sistema di equazioni differenziali per le funzioni
 incognite OP (t). Assegnando le condizioni iniziali, cioè la posizione e la
 velocità del punto mobile P all’istante iniziale t = 0, dal punto di vista fisico,
 cioè sperimentalmente, si ha sempre uno e un solo moto in corrispondenza
 della forza assegnata. Dal punto di vista matematico questo significa che il
 problema di Cauchy:
 m P = F (P, P , t)
 OP (0) = OP 0, P (0) = v0
 avendo denotato con il punto la derivata temporale, deve ammettere una e una
 sola soluzione, per risultare ben posto. Com’ è noto la condizione analitica
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 affinchè il teorema di unicità della soluzione sia valido è che la funzione
 F (P, P , t) sia lipschitziana rispetto a P, P .
 Ricordiamo che una funzione
 f : A −→ Rm, A ⊆ Rn
 si dice lipschitziana se esiste un C
 ∈R+ tale che:
 f (x) − f (x) ≤ C x − x, ∀x, x ∈ A
 Quando la funzione f è differenziabile questa condizione equivale alla
 limitatezza delle sue derivate parziali.
 Per le forze che fisicamente si conoscono in natura tale condizione risulta
 sempre verificata.
 A titolo di esempio immaginiamo una forza non fisica, che non sia
 lipschitziana, del tipo:
 F (x) = k√
 x, x ≥ 0
 Chiaramente la condizione di Lipschitz non può valere perchè la derivata
 della F non è limitata per x → 0. Di conseguenza manca l’unicità della
 soluzione del problema di Cauchy:
 mx = k
 √ x
 x(0) = 0, x(0) = 0
 Infatti una soluzione è:
 x(t) = 0
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 ed è la soluzione che ha senso fisico, in quanto nell’origine la forza è nulla
 e il punto, inizialmente fermo nell’origine e sottoposto a forza nulla, rimane
 indefinitamente fermo. Ma esiste anche la soluzione:
 x(t) =
 k
 12m
 2t4
 che non ha alcun significato fisico.

Page 315
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 315/473

Page 316
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 316/473
 S TATICA

Page 317
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 317/473
 SP. Statica del punto
 Per affrontare la statica del punto dobbiamo, anzitutto, introdurre i
 concetti di quiete e di equilibrio, a cui ci si è finora riferiti talvolta in modo
 intuitivo, dandone ora una definizione in termini matematici.
 quiete
 Diciamo che un punto materiale P di massa m, al quale è applicata una
 forza f (P, v, t) è in quiete nella posizione P 0, rispetto ad un osservatore
 inerziale Oxyz , se si verificano le seguenti condizioni:
 i) OP (0) = OP 0, v(0) = 0
 ovvero il punto si trova all’istante iniziale in P 0 con velocità iniziale nulla;
 ii) a(t) = 0, ∀t ≥ 0
 ovvero il sistema delle equazioni del moto ma = f ammette la soluzione
 statica, cioè la soluzione per cui le derivate temporali sono tutte nulle.
 Integrando le equazioni del moto segue subito che:
 v(t) = 0, OP (t) = OP 0 ∀t ≥ 0
 Dunque il punto rimane indefinitamente fermo nella posizione in cui si
 trovava all’istante iniziale.
 equilibrio
 Diciamo che un punto P di massa m, al quale è applicata una forza
 f (P, v, t) è in equilibrio nella posizione P 0, rispetto ad un osservatore
 inerziale Oxyz , se è soddisfatta la condizione sulla forza:
 f (P 0, 0, t) = 0, ∀t ≥ 0 (SP.1)
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 Affinchè un punto possa stare in equilibrio sotto l’azione di una forza
 attiva non nulla dovrà essere soggetto a vincoli; perciò la definizione di
 equilibrio (SP.1) si scrive convenientemente, per un punto materiale vincolato,
 separando la forza attiva F dalla reazione vincolare Φ, essendo f = F + Φ:
 F + Φ = 0 (SP.2)
 In questa equazione è generalmente conosciuta, dalla fisica del problema,
 solo la forza attiva F , mentre sono incognite, oltre alle coordinate del punto
 P , le cui soluzioni rappresentano le posizioni di equilibrio del punto, anche le
 componenti della reazione vincolare Φ.
 Proiettando la (SP.2) su un sistema di assi cartesiani si ottengono al
 massimo tre equazioni, mentre le incognite possono essere più di tre. Altre
 condizioni si possono avere dalla legge dell’attrito statico, o da ipotesi sulla
 natura dei vincoli. In ogni caso il problema risulta essere determinato solo
 quando il numero delle equazioni indipendenti uguaglia il numero delle
 incognite. Si dice allora che il problema è staticamente determinato. In caso
 contrario si dice che il problema risulta essere staticamente indeterminato.
 • Osserviamo che le forze, in statica, possono essere funzioni solo di P e
 di t, ma non della velocità del punto, essendo supposto in ogni istante: v = 0.
 Per procedere alla risoluzione di un problema di equilibrio ci si riconduce
 a tante equazioni indipendenti quanti sono i gradi di libertà, che non
 contengano le reazioni vincolari (equazioni pure dell’equilibrio). Le soluzioni
 di queste equazioni pure dell’equilibrio, che risultino essere compatibilicon i vincoli, sono le posizioni di equilibrio che il punto può assumere.
 Denotata con P ∗ una qualunque posizione di equilibrio si determina poi la
 corrispondente reazione vincolare all’equilibrio, mediante la (SP.2):
 Φ∗ = −F (P ∗, t)
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 dove abbiamo eliminato lo zero al posto della velocità nell’espressione della
 forza.
 Punto vincolato su una superficie priva di attrito
 Consideriamo un punto materiale P vincolato ad appartenere ad una
 superficie priva di attrito, di equazione cartesiana:
 f (x,y,z ) = 0 (SP.3)
 riferita alla terna cartesiana ortogonale Oxyz che caratterizza un osservatore
 inerziale. Al punto P è applicata la forza attiva F che, nel caso più generale
 può dipendere da P e da t, ma non dalla velocità che in statica si suppone
 nulla, in quanto come abbiamo visto, l’equilibrio è definito imponendo che
 sia nulla la velocità nell’espressione della forza.
 O
 x
 y
 z
 P
 F
 d P
 Φ
 f(x,y,z) = 0
 ∇f
 Figura SP. 1: equilibrio di un punto vincolato su una superficie priva di attrito
 Dal momento che la superficie è priva di attrito, per la definizione di attrito
 su una superficie, la componente della reazione vincolare sul piano tangente
 alla superficie del vincolo risulta essere nulla e quindi la reazione vincolare
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 è normale alla superficie stessa nel punto P . Possiamo tradurre in termini
 analitici questa informazione imponendo al vettore Φ di essere parallelo al
 gradiente della funzione f che caratterizza la superficie, o al più nullo. Infatti,
 com’è noto dalla geometria, ∇f è, punto per punto, normale alla superficie.
 E’ immediato verificarlo supposto che la superficie sia regolare e, quindi
 f sicuramente differenziabile: infatti agendo sulla (SP.3) con l’operatore
 differenziale δ (o se si vuole anche con ∂ dal momento che il vincolo è
 indipendente dal tempo e l’effetto dei due operatori è identico) si ha:
 ∂f
 ∂x δx +
 ∂f
 ∂y δy +
 ∂f
 ∂z δz = 0
 ovvero:
 ∇f × δP = 0
 e quindi, essendo gli spostamenti permessi dal vincolo solo quelli sul piano
 tangente alla superficie in P , segue che ∇f risulta normale alla superficiestessa.
 Tornando al problema dell’equilibrio: l’informazione che la superficie del
 vincolo è priva di attrito si traduce in equazione come:
 Φ = λ∇f (SP.4)
 dove λ è un’incognita che determina il modulo e il verso della reazione
 vincolare. Sostituendo la (SP.4) nella condizione di equilibrio del punto
 vincolato (SP.2) la veniamo a specializzare per il nostro problema, ottenendo:
 F + λ∇f = 0 (SP.5)
 La condizione vettoriale (SP.5) proiettata sugli assi cartesiani fornisce
 un sistema algebrico di tre equazioni per le tre incognite x, y,z che sono
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 le coordinate del punto P . Ma abbiamo in più una quarta incognita λ
 relativa alla reazione vincolare. Occorre dunque una quarta equazione per
 determinare il problema, e questa è data dall’equazione della superficie (SP.3),
 che rappresenta un vincolo olonomo per le coordinate (e per gli spostamenti)
 del punto P . In conclusione il sistema algebrico che risolve il problema è dato
 dalle quattro equazioni:
 F x(x,y,z ,t) + λ
 ∂f
 ∂x (x,y,z ) = 0
 F y(x,y,z ,t) + λ∂f
 ∂y(x,y,z ) = 0
 F z(x,y,z ,t) + λ∂f
 ∂z (x,y,z ) = 0
 f (x,y,z ) = 0
 per le quattro incognite x, y, z ,λ. Il problema è staticamente determinato e le
 soluzioni, se ne esistono, rappresentano le posizioni di equilibrio del punto e
 determinano le corrispondenti reazioni vincolari. Denoteremo le posizioni di
 equilibrio con un asterisco, per distinguerle dalle posizioni non di equilibrio
 e potremo tabularle con un indice che le ordina. Ad esempio:
 P ∗1 ≡ (x∗
 1, y∗
 1, z ∗1), P ∗2 ≡ (x∗
 2, y∗
 2, z ∗2), · · ·
 e così pure le reazioni vincolari corrispondenti:
 Φ∗
 1, Φ∗
 2, · · ·
 Notiamo che per determinare la Φ dopo aver trovato le posizioni di
 equilibrio, anzichè utilizzare la (SP.4), si può ricorrere direttamente alla
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 U (x,y,z ), con le variabili vincolate sulla superficie di equazione (SP.3), che si
 ottengono con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e λ è il moltiplicatore
 di Lagrange relativo al vincolo.
 Punto vincolato su una curva priva di attrito
 La metodologia dei moltiplicatori di Lagrange, appena sviluppata, ciconsente di determinare anche le poszioni di equilibrio di un punto vincolato
 ad appartenere ad una curva priva di attrito, di equazioni cartesiane:
 f (x,y,z ) = 0
 g(x,y,z ) = 0(SP.7)
 rispetto al sistema cartesiano Oxyz che caratterizza un osservatore inerziale.
 O
 x
 y
 z
 P
 Φ
 f(x,y,z) = 0
 Φ
 Φ1
 2
 g(x,y,z) = 0
 F
 Figura SP. 2: equilibrio di un punto vincolato su una curva priva di attrito
 Infatti una curva priva di attrito si può pensare come l’intersezione di
 due superfici prive di attrito, di equazioni rispettive: f (x,y,z ) = 0 e

Page 325
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 325/473
 324 A. Strumia, Meccanica razionale
 g(x,y,z ) = 0 . Di conseguenza la reazione vincolare Φ che mantiene il
 punto sulla curva risulta realizzata dai contributi che ciascuna superficie priva
 di attrito è in grado di esplicare. Avremo cioè:
 Φ = Φ1 + Φ2
 dove, essendo le superfici prive di attrito, ciascuna delle due reazioni
 componenti risulta normale alla superficie dalla quale viene esplicata, e quindiparallela al rispettivo gradiente (o al più nulla):
 Φ1 = λ∇f, Φ2 = µ∇g
 Di conseguenza risulta:
 Φ = λ∇f + µ∇g (SP.8)
 La condizione vettoriale di equilibrio diviene allora:
 F + λ∇f + µ∇g = 0 (SP.9)
 che, proiettata sugli assi, fornisce un sistema di tre equazioni nelle cinque
 incognite x, y,z ,λ,µ. Le due equazioni mancanti sono date dalle equazioni
 della curva a cui le coordinate del punto devono soddisfare per rispettare il
 vincolo. Il sistema diviene così un sistema di cinque equazioni per cinque
 incognite e il problema risulta staticamente determinato:
 F x(x,y,z ,t) + λ∂f
 ∂x(x,y,z ) + µ
 ∂g
 ∂x(x,y,z ) = 0
 F y(x,y,z ,t) + λ∂f
 ∂y(x,y,z ) + µ
 ∂g
 ∂y(x,y,z ) = 0
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 F z(x,y,z ,t) + λ∂f
 ∂z (x,y,z ) + µ
 ∂g
 ∂z (x,y,z ) = 0
 f (x,y,z ) = 0
 g(x,y,z ) = 0
 Nel caso in cui la forza attiva sia conservativa il sistema precedente si
 specializza nella forma:
 ∂U
 ∂x(x,y,z ) + λ
 ∂f
 ∂x(x,y,z ) + µ
 ∂g
 ∂x(x,y,z ) = 0
 ∂U
 ∂y (x,y,z ) + λ
 ∂f
 ∂y(x,y,z ) + µ
 ∂g
 ∂y(x,y,z ) = 0
 ∂U
 ∂z (x,y,z ) + λ
 ∂f
 ∂z (x,y,z ) + µ
 ∂g
 ∂z (x,y,z ) = 0
 f (x,y,z ) = 0
 g(x,y,z ) = 0
 Dal punto di vista analitico queste rappresentano le condizioni per la
 ricerca degli estremanti vincolati del potenziale. Essendo presenti dueequazioni di vincolo sono necessari due moltiplicatori di Lagrange λ, µ.
 Punto vincolato su una superficie con attrito
 Nel caso in cui sulla superficie del vincolo sia presente l’attrito occorre far
 uso della legge dell’attrito statico di Coulomb-Morin:
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 |ΦT | ≤ f s|Φn|
 Inoltre non conviene proiettare la:
 F + Φ = 0
 sulla base del sistema cartesiano Oxyz dell’osservatore, al quale è
 riferita l’equazione cartesiana (in alternativa si possono avere le equazioni
 parametriche):
 f (x,y,z ) = 0
 che caratterizza la superficie del vincolo. In alternativa conviene scegliere una
 base ortonormale intrinsecamente legata alla superficie del vincolo, del tipo:
 B = u,w,n, n = ∇f
 |∇f |
 con u,w versori che risultano, di conseguenza, appartenere al piano tangente
 alla superficie e possono essere scelti arbitrariamente su di esso, in modo da
 rispettare le condizioni di ortonormalità della base. Denotando con gli indici
 u,w,n le componenti dei vettori rispetto alla base, la reazione vincolare si
 rappresenta nella forma:
 Φ = ΦT u+ Φww + Φnn
 e possiamo ora esprimere il modulo dell’attrito come:
 |ΦT | =
 Φu + Φ
 w
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 E quindi scrivere il sistema completo di tutte le condizioni per l’equilibrio
 del punto vincolato di cui disponiamo:
 F u + Φu = 0
 F w + Φw = 0
 F n + Φn = 0
 Φ2u + Φ2
 w ≤ f s|Φn|
 f (x,y,z ) = 0
 (SP.10)
 L’eliminazione delle reazioni vincolari, mediante sostituzione in questo
 sistema, conduce alle condizioni pure dell’equilibrio:
 F 2
 u (x,y,z ,t) + F 2
 w(x,y,z ,t) ≤ f s|F n(x,y,z ,t)|
 f (x,y,z ) = 0
 (SP.11)
 • Osserviamo che la presenza di una disequazione tra le condizioni di
 equilibrio, a causa dell’attrito statico, comporta che vi sia un insieme continuo
 di posizioni di equilibrio, che rappresentano, sulla superficie del vincolo, una
 regione in cui il punto si mantiene in equilibrio.
 Determinato l’insieme delle posizioni di equilibrio del punto P , si
 possono determinare le corrispondenti reazioni vincolari tramite le rimanenti
 equazioni del sistema (SP.10).
 Osserviamo che il caso particolare in cui l’attrito sia nullo si può sempre
 ottenere ponendo
 f s = 0
 nel sistema (SP.10), che si specializza allora come:
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 F u(x,y,z ,t) = 0
 F w(x,y,z ,t) = 0
 F n(x,y,z ,t) + Φn = 0
 f (x,y,z ) = 0
 (SP.12)
 In questo caso il sistema contiene solo equazioni e risulta staticamente
 determinato essendovi quattro equazioni, per le quattro incognite x, y,z ,Φn.
 Tre di queste equazioni non contengono reazioni vincolari e determinano
 direttamente le posizioni di equilibrio. Nel caso di una superficie priva
 di attrito questo metodo si può utilizzare in alternativa al metodo dei
 moltiplicatori di Lagrange.
 Punto vincolato su una curva con attrito
 Per determinare l’equilibrio di un punto materiale vincolato ad
 appartenere ad una curva con attrito la scelta più conveniente consiste nel
 proiettare la condizione di equilibrio del punto:
 F + Φ = 0
 sul triedro di Frenet della curva, cioè sulla base ortonormale dei versori
 tangente, normale e binormale: T
 ,N
 ,B
 , che si ottengono note le equazioniparametriche della curva:
 OP = OP (s)
 dalle relazioni:
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 T = dP
 ds , N = ρ
 d2P
 ds2 , B = T ∧ N
 Al sistema di tre equazioni ottenuto si aggiunge la legge dell’attrito statico
 di Coulomb-Morin specializzata per una curva. Il sistema delle condizioni di
 equilibrio così ottenuto è allora il seguente:
 F T + ΦT = 0
 F N + ΦN = 0
 F B + ΦB = 0
 |ΦT | ≤ f s
 Φ2N + Φ2
 B
 (SP.13)
 Eliminando le componenti della reazione vincolare, mediante le prime tre
 equazioni, nella legge dell’attrito, si ottiene la disequazione:
 |F T (s, t)| ≤ f s
 F 2N (s, t) + F 2B(s, t) (SP.14)
 nell’unica incognita s che individua la posizione del punto sulla curva.
 Restano così definiti degli intervalli di valori di s per i quali il punto si trova
 in equilibrio. Dalle rimanenti condizioni si ottengono poi le componenti dellereazioni vincolari corrispondenti.
 Come caso particolare, quando il coefficiente di attrito statico è nullo, la
 curva risulta essere priva di attrito, quindi ΦT = 0 e il sistema precedente
 si riduce a un sistema, staticamente determinato, di tre equazioni in tre
 incognite:
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 F T (s, t) = 0
 F N (s, t) + ΦN = 0
 F B(s, t) + ΦB = 0
 (SP.15)
 La prima equazione non contiene reazioni vincolari, e quindi, costituisce
 l’equazione pura dell’equilibrio. Risolta questa rispetto ad s si sostituiscono
 le soluzioni trovate nelle rimanenti equazioni, determinando le componenti
 della reazione vincolare all’equilibrio.
 Osserviamo che, in statica, le forze possono dipendere nella forma più
 generale, da s e da t e nel caso particolare in cui la componente tangente
 della forza attiva dipenda solo da s, essendo il punto vincolato a muoversi su
 un’unica curva, la forza attiva risulta essere conservativa in quanto la forma
 differenziale del lavoro vale:
 dL = F × dP = F × T ds = F T (s) ds = d
 ss0
 F T (s) ds
 e quindi le posizioni di equilibrio del punto sulla curva rappresentano gli
 estremanti del potenziale:
 U (s) = ss0
 F T (s) ds
 • Notiamo come, nel caso in cui la curva sia priva di attrito, la metodologia
 ora esposta costituisce una via alternativa a quella dei moltiplicatori di
 Lagrange. Il metodo dei moltiplicatori opera con le variabili vincolate x, y, z ,
 mentre il metodo del triedro di Frenet opera con la variabile indipendente
 s, che costituisce l’unico parametro lagrangiano, avendo il problema un solo
 grado di libertà.
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 Statica relativa del punto
 Si ha un problema di statica relativa quando si cercano le condizioni di
 equilibrio rispetto ad un osservatore Ωξηζ che si muove di un moto qualunque
 rispetto ad un osservatore inerziale Oxyz .
 Per affrontare questo tipo di problema occorre considerare due
 osservatori: un osservatore inerziale, che si denomina assoluto e l’osservatore
 in moto qualunque rispetto ad esso, che in generale non sarà inerziale, rispettoal quale vogliamo studiare l’equilibrio di un punto materiale e che chiamiamo
 osservatore relativo.
 O
 x
 y
 z
 P
 F
 Φ
 Ωξ
 η
 ζ
 Figura SP. 3: equilibrio relativo di un punto
 Facciamo anche l’ipotesi che le forze dipendano solo dalle mutue distanze
 tra il punto che costituisce il nostro sistema meccanico e i punti interagenti
 esterni al sistema. In tal modo nel passaggio da un osservatore all’altrole forze risultano rappresentate sempre dagli stessi vettori, in quanto le
 distanze sono invarianti rispetto alle trasformazioni di rototraslazione degli
 assi (trasformazioni euclidee) e quindi tutte le loro funzioni risultano di
 conseguenza invarianti.
 Il punto P di cui vogliamo studiare l’equilibrio rispetto al sistema
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 relativo si troverà, generalmente in moto rispetto al sistema assoluto; ed
 essendo quest’ultimo un sistema inerziale il moto di P risulta governato
 dall’equazione fondamentale della dinamica, che scriviamo per un punto che,
 in generale, può essere soggetto a vincoli:
 ma(a) = F + Φ (SP.16)
 avendo etichettato con (a)
 l’accelerazione assoluta, mentre le forze, essendole stesse rispetto ad entrambi gli osservatori, non sono state etichettate.
 Per vedere come la (SP.16) si trasforma nel passaggio dall’osservatore
 assoluto all’osservatore relativo, dobbiamo far uso del teorema di Coriolis
 (MR.26) che ci dà il legame tra le accelerazioni rispetto ai due osservatori:
 a(a) = a(r) + a(τ ) + a(c)
 dove a(r) è l’accelerazione relativa e le accelerazioni di trascinamento e di
 Coriolis sono date da:
 a(τ ) = aΩ + ω ∧ ΩP − ω2QP, a(c) = 2ω ∧ v(r)
 La sostituzione del teorema di Coriolis nell’equazione del moto di P
 rispetto al sistema assoluto (SP.16) comporta:
 ma(r) + ma(τ ) + ma(c) = F + Φ (SP.17)
 Imporre che il punto P sia in equilibrio rispetto al sistema relativo,
 supposto valido il teorema di unicità, comporta che esso sia in quiete rispetto
 allo stesso sistema, e quindi che si abbia:
 a(r) = 0, v(r) = 0, ∀t ≥ 0
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 Di conseguenza nella (SP.17) si ha:
 ma(τ ) = F + Φ
 che si riscrive:
 F + Φ + F (τ ) = 0 (SP.18)
 dove si è introdotto il vettore:
 F (τ ) = −ma(τ ) (SP.19)
 ovvero:
 F (τ ) = −maΩ − m ω ∧ ΩP + mω2QP (SP.20)
 al quale si dà il nome di forza di trascinamento. La forza di trascinamento
 non rappresenta una forza di interazione fra il punto P e i punti esterni al
 sistema, ma nasce come conseguenza della non inerzialità dell’osservatore
 relativo, a causa del fatto che le accelerazioni si trasformano, nel
 passaggio dall’osservatore assoluto a quello relativo, secondo una legge di
 trasformazione differente da quella con cui si trasformano le forze.
 Questo risultato si può interpretare nel modo seguente:
 • Per passare dalla condizione di equilibrio rispetto ad un osservatoreinerziale a quella rispetto ad un osservatore non inerziale (equilibrio relativo)
 occorre aggiungere alle forze attive la forza di trascinamento.
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 Potenziale della forza centrifuga
 Il contributo:
 F centrif. = m ω2QP (SP.21)
 che compare nell’espressione della forza di trascinamento prende usualmente
 il nome di forza centrifuga.
 • Quando il sistema relativo si muove di moto rotatorio uniforme (cioè ω
 è costante) rispetto al sistema assoluto allora la forza centrifuga è una forza
 conservativa.
 Infatti il suo lavoro, rispetto all’osservatore relativo vale:
 dL = m ω2QP × dΩP
 e può essere portato sotto forma di differenziale esatto di una funzionepotenziale. Per calcolarlo conviene introdurre le seguenti rappresentazioni:
 ΩP = ΩQ + QP = q k + ru
 essendo:
 ΩQ = q k, q = ΩQ × k, QP = ru, r = |QP |, ω = ωk
 Dunque, k è il versore di ω e u è il versore di QP . Allora, tenendo conto
 che per ipotesi k è costante, lo spostamento del punto P si rappresenta come:
 dΩP = kdq + udr + rdu
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 Introducendo questa espressione nel calcolo del lavoro della forza
 centrifuga e tenendo conto che, per definizione:
 u × k = 0
 e:
 u2 = 1 =⇒ u × du = 0
 otteniamo:
 dL = m ω2ru× (kdq + udr + rdu) = m ω2rdr = d
 1
 2 m ω2r2 + C
 che è un differenziale esatto di una funzione regolare a un sol valore. Dunque
 la forza centrifuga, in queste condizioni, risulta essere conservativa e il suopotenziale è dato da:
 U centrif. = 1
 2 m ω2r2 (SP.22)
 avendo scelto lo zero del potenziale sull’asse di rotazione (r = 0) ovvero la
 costante C = 0.
 Il risultato (SP.22) può essere interpretato in una maniera utile per il
 calcolo diretto del potenziale della forza centrifuga relativo a un osservatorein rotazione uniforme, osservando che la sua espressione si identifica con
 l’energia cinetica di un punto di massa m che si muove di moto circolare
 uniforme con velocità ωr. E’ facile rendersi conto che ωr non è altro che il
 modulo della velocità di trascinamento del punto P . Infatti, se il moto del
 sistema relativo rispetto al sistema assoluto è puramente rotatorio e scegliamo
 Ω sull’asse di rotazione, abbiamo:
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 v(τ ) = ω ∧ ΩP = ωrw, w = k ∧ u
 E quindi l’energia cinetica associata al moto di trascinamento del punto è
 proprio:
 T (τ ) = 1
 2 m ω2r2
 essendo w un versore.
 In conclusione abbiamo ottenuto il seguente risultato:
 • Quando il sistema relativo si muove di moto rotatorio uniforme (cioè ω
 è costante) rispetto al sistema assoluto allora la forza centrifuga è una forza
 conservativa e il suo potenziale è uguale all’energia cinetica associata al moto
 di trascinamento del punto.
 Forza peso
 Un esempio tipico di equilibrio relativo è dato dal problema della
 determinazione statica della forza peso. Quando abbiamo un corpo
 schematizzabile con un punto, soggetto alla forza peso, in equilibrio
 sulla superficie terrestre, noi chiamiamo peso la forza mg risultante
 dell’attrazione gravitazionale e della forza di trascinamento prodotta dalla
 rotazione della terra attorno all’asse terrestre e la valutiamo misurando
 l’intensità della forza necessaria a mantenere in equilibrio il punto. La terra,
 in rotazione attorno al proprio asse è un sistema non inerziale, essendo inmoto accelerato rispetto all’osservatore solidale con le stelle fisse, per cui
 l’equilibrio di un punto sulla superficie terrestre è un equilibrio relativo.
 Per studiare l’equilibrio relativo dobbiamo considerare un sistema
 inerziale avente origine nel centro della terra e assi diretti verso le stelle
 fisse (trascuriamo in questo modo il moto traslatorio della terra la cui entità
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 è poco rilevante rispetto alla rapidità della rotazione propria) e un sistema
 relativo, non inerziale, avente sempre l’origine nel centro della terra, ma
 gli assi solidali con la terra, schematizzata con una sfera rigida omogenea.
 Gli assi z e ζ dei due riferimenti vengono supposti coincidenti con l’asse di
 rotazione propria della terra.
 O
 x
 y
 ==z ζ
 η
 ξ
 ω u
 Figura SP. 4: equilibrio relativo sulla superficie terrestre
 Nella condizione di equilibrio relativo (SP.18) la forza attiva è la forza
 gravitazionale che la terra esercita sul punto:
 F = −h M m
 R2 u
 dove u è il versore del vettore OP uscente dalla superficie della terra, M
 la massa terrestre, R il raggio della terra. Per determinare la forza ditrascinamento valutiamo prima l’accelerazione di trascinamento. Tenendo
 conto che la rotazione terrestre è uniforme e che l’origine del sistema relativo
 Ω coincide con l’origine del sistema assoluto O, abbiamo:
 aΩ = 0, ω = 0
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 E quindi otteniamo:
 a(τ ) = −ω2QP =⇒ F (τ ) = mω2QP
 Di conseguenza la condizione di equilibrio relativo si scrive:
 −h
 M m
 R2 u + mω
 2
 QP + Φ = 0
 relazione che abitualmente scriviamo nella forma:
 mg + Φ = 0
 Dal confronto otteniamo la caratterizzazione del peso:
 mg = −h
 M m
 R2 u + mω
 2
 QP (SP.23)
 e quindi del campo g:
 g = −h M
 R2 u+ ω2QP (SP.24)
 Come conseguenza di questo risultato abbiamo le informazioni seguenti:
 — La forza peso è un vettore la cui retta d’azione non passa esattamente
 per il centro della terra se si eccettuano i casi in cui ci si trovi ai poli o
 all’equatore;
 — la forza peso risulta essere massima ai poli (dove la forza centrifuga è
 nulla) e minima all’equatore (dove la forza centrifuga è massima).
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 Equilibrio relativo su un piano ruotante con attrito
 Un altro esempio di equilibrio relativo di un certo interesse è rappresentato
 dall’equilibrio di un punto materiale soggetto alla forza peso, rispetto ad una
 piattaforma rigida orizzontale, che ruota uniformemente attorno ad un asse
 verticale, con velocità angolare ω.
 P O
 x
 y
 z
 mg
 F (τ)
 Φ
 ξ
 η
 ζ==
 ω
 Figura SP. 5: equilibrio relativo in presenza di attrito
 In questo caso alla forza peso agente sul punto P dobbiamo aggiungere,
 nella condizione di equilibrio relativo, la forza di trascinamento dovuta alla
 rotazione del sistema relativo, solidale con la piattaforma ruotante, che è
 rappresentata dalla forza centrifuga:
 F (τ ) = mω2OP
 dal momento che la proiezione Q di P sull’asse di rotazione coincide con O.
 La condizione di equilibrio relativo si scrive allora:
 mg + mω2OP + Φ = 0 (SP.25)
 Conviene scegliere il riferimento assoluto e il riferimento relativo, solidale
 alla piattaforma, in modo che le origini O e Ω siano coincidenti, e gli assi z

Page 341
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 341/473
 340 A. Strumia, Meccanica razionale
 del sistema assoluto Oxyz e ζ del sistema relativo Ωξηζ siano coincidenti
 con l’asse di rotazione della piattaforma. Utilizzando le coordinate polari nel
 piano orizzontale xy possiamo esprimere:
 OP = ru, r = |OP |
 e quindi la forza centrifuga:
 F (τ ) = mω2ru
 La reazione vincolare e la forza peso si decompongono come:
 Φ = Φru + Φϑw + Φnn, mg = −mgn
 Proiettando la (SP.25) sulla base del sistema relativo u,w,n otteniamo
 tre equazioni alle quali va aggiunta la legge di Coulomb-Morin per l’attrito
 statico. Si ha così il sistema completo delle condizioni di equilibrio relativodel punto sulla piattaforma con attrito:
 mω2r + Φr = 0
 Φϑ = 0
 −mg + Φn = 0
 Φ2r + Φ2
 ϑ ≤ f s|Φn|
 (SP.26)
 Eliminando le reazioni vincolari nella legge dell’attrito, mediante le altre
 relazioni, otteniamo la condizione pura dell’equilibrio:
 mω2r ≤ f smg ⇐⇒ r ≤ f sg
 ω2
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 Resta in questo modo definita la regione in cui, in presenza di attrito, il
 punto rimane in equilibrio sulla piattaforma:
 D = (r, ϑ, 0) ∈ R3 r ≤ r0
 che è costituita da una regione circolare di raggio:
 r0 = f sgω2
 centrata nell’origine.
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 Passiamo ora dalla statica del punto alla statica dei sistemi di punti
 materiali. Anzitutto ci occorre una definizione di equilibrio per un sistema di
 punti materiali.
 Si dice che un sistema di punti materiali è in equilibrio se e solo se ognisuo punto è in equilibrio
 Quando consideriamo un sistema di punti materiali S (che
 esemplificativamente consideriamo discreto), in cui possono essere presenti
 vincoli, può essere conveniente suddividerlo in due sottosistemi: il primo che
 denotiamo con S comprendente i punti liberi, cioè non vincolati appartenenti
 al sistema complessivo S , e il secondo, che denotiamo con S v comprendente
 i punti vincolati; cosicchè risulta:
 S = S ∪ S v, S ∩ S v = ∅
 Allora dire che l’intero sistema è in equilibrio equivale a dire che
 sussistono le seguenti condizioni:
 F s = 0, ∀ P s ∈ S
 F s + Φs = 0, ∀ P s ∈ S v
 (LV.1)
 Introdotta la nozione di equilibrio di un sistema di punti si possono
 sviluppare due metodologie per la ricerca delle configurazioni di equilibrio:
 — la prima metodologia è offerta dal principio dei lavori virtuali;
 — la seconda metodologia è data dalle equazioni cardinali della statica.
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 Svilupperemo entrambe le metodologie per poi applicarle ai corpi rigidi e
 ai sistemi olonomi. In questo capitolo ci occupiamo del principio dei lavori
 virtuali: esso offre il vantaggio di chiamare in causa solamente le forze attive
 ai fini della determinazione delle configurazioni di equilibrio di un sistema,
 ignorando le reazioni vincolari, che sono normalmente delle incognite
 aggiuntive rispetto al problema dell’equilibrio. Ha come limitazione il fatto
 di richiedere l’ipotesi che i vincoli siano lisci, ai fini della determinazione di
 tutte le configurazioni di equilibrio di un sistema. Lo enunciamo.
 Condizione necessaria e sufficiente affinchè un sistema meccanico a
 vincoli lisci sia in equilibrio in una configurazione C ∗ è che il lavoro
 virtuale delle forze attive sia non positivo, per ogni spostamento
 virtuale compiuto a partire da C ∗. In particolare il lavoro risulterà
 nullo per tutti gli spostamenti reversibili effettuati a partire da C ∗
 In formula possiamo scrivere la condizione espressa dal principio dei
 lavori virtuali come:
 δL(a) ≤ 0, ∀ δP s (LV.2)
 E in particolare risulterà:
 δL(a) = 0, ∀ δP s reversibili (LV.3)
 dove il lavoro virtuale delle forze attive è, per definizione:
 δL(a) =n
 s=1
 F s × δP s (LV.4)
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 • Notiamo subito che la condizione (LV.3) sul lavoro relativo agli
 spostamenti reversibili è una conseguenza della condizione generale (LV.2)
 e della definizione di spostamento reversibile. Infatti se facciamo compiere al
 sistema gli spostamenti:
 δP 1, δP 2, · · · , δP n
 la richiesta che tali spostamenti siano reversibili equivale a dire che anche gli
 spostamenti opposti:
 −δP 1, −δP 2, · · · , −δP n
 risultano essere spostamenti virtuali, cioè spostamenti compatibili con i
 vincoli che non tengono conto dell’eventuale evoluzione nel tempo dei
 vincoli. Ora se la condizione (LV.2), all’equilibrio, viene soddisfatta da
 tutti gli spostamenti virtuali, allora dovrà risultare contemporaneamente
 vera anche per gli spostamenti opposti a quelli considerati. Quindi devono
 sussistere insieme le condizioni:
 ns=1
 F s × δP s ≤ 0
 ns=1
 F s × δP s ≥ 0
 in quanto il lavoro per gli spostamenti opposti è:
 ns=1
 F s × (−δP s) = −n
 s=1
 F s × δP s
 E il sistema delle disuguaglianze precedenti può essere soddisfatto se e
 solo se risulta verificata la (LV.3). Passiamo alla dimostrazione del principio
 dei lavori virtuali.
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 DIMOSTRAZIONE
 condizione necessaria
 Dire che la condizione (LV.2) è necessaria per l’equilibrio di un sistema
 a vincoli lisci in una configurazione C ∗ equivale a dire che: se c’è l’equilibrio
 necessariamente segue la conseguenza (LV.2). Dunque la dimostrazione della
 condizione necessaria equivale alla dimostrazione del teorema:
 equilibrio =⇒ δL(a) ≤ 0, ∀ δP s
 Ovvero, in base alla definizione di equilibrio di un sistema di punti
 materiali:
 F s = 0, ∀ P s ∈ S
 F s + Φs = 0, ∀ P s ∈ S v
 =⇒ δL(a) ≤ 0, ∀ δP s
 dove S è l’insieme dei punti liberi e S v quello dei punti vincolati.
 Il lavoro delle forze attive si può pensare come dovuto a due contributi:
 uno esplicato dalle forze applicate ai punti non vincolati P s ∈ S e il secondo
 esplicato dalle forze applicate ai punti vincolati P s ∈ S v. Così possiamo
 scrivere:
 δL(a) =n
 s=1
 F s × δP s =
 P s∈S
 F s × δP s +
 P s∈S v
 F s × δP s
 Dal momento che per ipotesi i punti liberi sono in equilibrio e cioè:
 F s = 0, ∀ P s ∈ S
 segue:
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 P s∈S
 F s × δP s = 0
 E quindi rimane:
 δL(a) =
 P s∈S v
 F s × δP s
 Facendo intervenire l’ipotesi relativa all’equilibrio dei punti vincolati:
 F s + Φs = 0 ⇐⇒ F s = −Φs, ∀ P s ∈ S v
 otteniamo:
 δL(a) = −
 P s∈S v
 Φs × δP s = −δL(v)
 Dunque:
 δL(a) = −δL(v), ∀ δP s
 essendo δL(v) il lavoro delle reazioni vincolari, dal momento che solo nei
 punti P s ∈ S v sono presenti le reazioni vincolari. Ma il sistema meccanico
 che stiamo considerando è un sistema a vincoli lisci e quindi, per esso vale il
 principio delle reazioni vincolari che ci assicura che:
 δL(v) ≥ 0, ∀ δP s
 Di conseguenza:
 δL(a) = −δL(v) ≤ 0, ∀ δP s
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 e risulta verificata la tesi. Sottolineiamo l’indispensabilità dell’informazione
 relativa ai vincoli lisci per dimostrare la condizione necessaria.
 condizione sufficiente
 Dire che la condizione (LV.2) è sufficiente per l’equilibrio di un sistema
 a vincoli lisci equivale a dire che: è sufficiente che risulti verificata la (LV.2)
 affinchè il sistema sia in equilibrio. Dunque la dimostrazione della condizione
 sufficiente equivale alla dimostrazione del teorema:
 δL(a) ≤ 0, ∀ δP s =⇒ equilibrio
 Ovvero:
 δL(a) ≤ 0, ∀ δP s =⇒
 F s = 0, ∀ P s ∈ S
 F s + Φs = 0, ∀ P s ∈ S v
 dove rispetto alla condizione necessaria l’ipotesi e la tesi sono state scambiate.
 Dal momento che la (LV.2) è soddisfatta, per ipotesi, per tutti gli
 spostamenti virtuali a partire da una configurazione C ∗, in particolare dovrà
 risultare verificata per la particolare classe di spostamenti C 0 che lascia
 invariati i punti vincolati e sposta arbitrariamente i punti liberi:
 δP s arbitrari, ∀ P s ∈ S
 δP s = 0, ∀ P s ∈ S v
 Notiamo che questi spostamenti, per come sono stati definiti, sono
 spostamenti reversibili in quanto i punti liberi, che sono gli unici a poter
 compiere spostamenti non nulli, possono muoversi senza limitazioni sullo
 spostamento e quindi, per ogni spostamento anche l’opposto risulta permesso.
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 Per questa classe di spostamenti reversibili l’ipotesi (LV.2) risulta quindi
 verificata come uguaglianza:
 δL(a) =
 P s∈S
 F s × δP s = 0, ∀ δP s ∈ C 0 (LV.5)
 Dal momento che δP s ∈ C 0 è arbitrario per ogni punto libero P s ∈S la condizione (LV.5) deve valere anche considerando uno spostamento
 particolare che è arbitrario solo per un punto P s tra i punti liberi, mentre lasciainvariati tutti i rimanenti; cioè:
 δP s arbitrario
 δP s = 0, per s = s
 Per questo spostamento particolare la condizione sul lavoro delle forze
 attive (LV.5) diventa:
 F s × δP s = 0, ∀ δP s ⇐⇒ |F s||δP s| cosϑs = 0
 Dal momento che δP s è arbitrario, il prodotto scalare può annullarsi se e
 solo se:
 F s = 0, P s ∈ S (LV.6)
 Data l’arbitrarietà nella scelta di s abbiamo così ottenuto l’informazione
 che tutti i punti non vincolati del sistema sono in equilibrio. Osserviamo
 che le forze dipendono dalle posizioni dei punti e dal tempo, ma non dagli
 spostamenti δP s, per cui le (LV.6) sono valide indipendentemente dagli
 spostamenti virtuali che si effettuano. Allora possiamo considerare il lavoro
 delle forze attive in corrispondenza di qualsiasi spostamento virtuale, e questo
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 risulterà uguale, grazie alle (LV.6) al lavoro delle sole forze agenti sui punti
 vincolati. Di conseguenza in forza dell’ipotesi (LV.2), tenendo conto che in
 generale gli spostamenti possono essere anche irreversibili, abbiamo:
 δL(a) =
 P s∈S v
 F s × δP s ≤ 0, ∀ δP s (LV.7)
 Ora introduciamo i simboli di comodo:
 Φ∗
 s = −F s (LV.8)
 che rappresentano le forze che sarebbero necessarie a mantenere in equilibrio
 i punti vincolati P s ∈ S v e ci chiediamo se i vincoli del nostro sistema
 sono in grado di esplicare tali forze. Per rispondere a questo interrogativo
 introduciamo la definizione (LV.8) nella condizione sui lavori (LV.7),
 ottenendo:
 δL(a) = −
 P s∈S v
 Φ∗
 s × δP s = −δL∗ ≤ 0, ∀ δP s
 dove δL∗ denota il lavoro delle Φ∗
 s.
 Abbiamo finalmente ottenuto il seguente risultato:
 δL∗ ≥ 0, ∀ δP s (LV.9)
 Ma stiamo lavorando con un sistema a vincoli lisci e per il principio dellereazioni vincolari che definisce i vincoli lisci sappiamo che:
 Si dicono lisci quei vincoli che sono capaci di esplicare tutte e solamente
 quelle forze (reazioni vincolari) il cui lavoro virtuale risulta non negativo, per
 ogni spostamento virtuale. E quindi, come è già stato osservato in precedenza,
 se in un sistema a vincoli lisci si incontrano delle forze che esplicano lavoro
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 non negativo, per qualunque spostamento virtuale, queste non possono che
 essere reazioni vincolari. Di conseguenza la (LV.9) comporta che i vincoli
 esplicano effettivamente le forze necessarie a mantenere in equilibrio i punti
 vincolati del sistema. Dunque:
 Φ∗
 s = Φs
 E quindi la (LV.8) è effettivamente la condizione di equilibrio:
 F s + Φs = 0, ∀ P s ∈ S v
 E la tesi risulta completamente dimostrata.
 condizioni di sicurezza
 Se il vincolo non è liscio certamente ci troviamo in presenza di attrito.
 Abbiamo già osservato che se non vale il principio delle reazioni vincolari
 la condizione necessaria del principio dei lavori virtuali non è valida.
 Fisicamente questo si spiega perchè, come l’esperienza dimostra, l’attrito
 rende possibili delle configurazioni di equilibrio che non sarebbero tali in
 presenza di vincoli lisci.
 La sufficienza del principio dei lavori virtuali rimane, invece, valida anche
 in presenza di vincoli non lisci. Infatti essa permette di determinare solo
 quelle configurazioni che sono di equilibrio quando il vincolo è liscio; ma
 se il vincolo non è liscio certamente vi è attrito, e l’esperienza mostra che
 l’attrito non elimina le configurazioni che sono di equilibrio anche col vincolo
 liscio, ma ne aggiunge ad esse delle altre. Trattare un vincolo che non è lisciocome se fosse tale è allora una condizione di sicurezza, perchè la presenza
 dell’attrito favorisce l’equilibrio e quindi, se vi è equilibrio col vincolo liscio,
 a maggior ragione vi sarà quando il vincolo non è liscio. In conclusione:
 • Il principio dei lavori virtuali costituisce una condizione necessaria e
 sufficiente per l’equilibrio in presenza di vincoli lisci e una condizione solo
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 sufficiente se i vincoli non sono lisci.
 Equilibrio di un corpo rigido
 Osserviamo, preliminarmente, che quando si applica il principio dei lavori
 virtuali la prima verifica da fare riguarda la natura dei vincoli del sistema:bisogna verificare se i vincoli sono lisci oppure non lo sono. Se i vincoli
 risultano essere lisci allora il principio dei lavori virtuali vale come condizione
 necessaria e sufficiente e la condizione (LV.2) serve a determinare tutte le
 configurazioni di equilibrio del sistema. Diversamente la (LV.2) fornisce
 una condizione solo sufficiente e determina solo alcune delle possibili
 configurazione di equilibrio, e sono quelle che si avrebbero anche se il vincolo
 fosse liscio.
 lavoro delle forze interne
 Volendoci occupare ora dell’equilibrio di un corpo rigido, facendo uso del
 principio dei lavori virtuali, verifichiamo anzitutto che il vincolo di rigidità è
 un vincolo liscio. Questo si può dimostrare facendo due osservazioni:
 — le forze interne in un corpo rigido sono le forze di mutua interazione
 tra le particelle del corpo, le quali realizzano il vincolo di rigidità. Dunque in
 un corpo rigido le forze interne sono tutte di natura vincolare.
 — Le forze interne in un corpo rigido compiono lavoro nullo.
 Questo importante risultato si ottiene ricordando che il lavoro diqualunque sistema di forze applicate ai punti di un corpo rigido è dato da:
 dL = R × dΩ + M Ω × dψ
 dove d indica indifferentemente il lavoro virtuale o il lavoro possibile che
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 coincidono dal momento che il vincolo di rigidità non dipende dal tempo.
 Ma per il terzo principio della dinamica, che vale per qualunque sistema
 materiale (e non solo per i corpi rigidi!) le forze interne costituiscono un
 sistema di coppie di braccio nullo e quindi hanno risultante e momento
 risultante nulli:
 R (i) = 0, M (i)Ω = 0
 Di conseguenza il lavoro delle forze interne in un corpo rigido diventa:
 dL(i) = R (i) × dΩ + M (i)Ω × dψ = 0 (LV.10)
 Se il corpo non fosse rigido il lavoro delle forze interne non sarebbe
 nullo, se non quando il corpo viene sottoposto a soli spostamenti rigidi, cioè a
 spostamenti che conservano le mutue distanze fra le particelle. Diversamente
 il lavoro delle forze interne dipenderà dalla variazione delle distanze fra leparticelle del corpo.
 E quindi risulta verificato anche che il lavoro virtuale delle forze vincolari
 interne che realizzano il vincolo di rigidità, essendo uguale al lavoro delle
 forze interne, è nullo e soddisfa dunque il principio delle reazioni vincolari.
 E quindi il vincolo di rigidità è liscio.
 Dalla prima osservazione fatta viene pure la conseguenza che in un corpo
 rigido le forze attive possono essere solo forze esterne dal momento che le
 forze interne sono tutte di natura vincolare. Di conseguenza:
 δL(a) = δL(e,a)
 • In un corpo rigido il principio dei lavori virtuali si traduce nella
 condizione sulle sole forze esterne attive:
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 R (e,a) × δΩ + M (e,a)Ω × δ ψ ≤ 0, ∀ δΩ,δ ψ (LV.11)
 In particolare per spostamenti reversibili la condizione (LV.11) risulta
 verificata come uguaglianza.
 corpo rigido con un punto fisso
 Abbiamo appena verificato che il vincolo di rigidità è liscio; in precedenzaavevamo verificato anche che un punto fisso rappresenta un vincolo liscio per
 un corpo rigido. Dunque possiamo concludere che un corpo rigido con un
 punto fisso è soggetto a vincoli lisci.
 Scegliendo Ω coincidente con il punto fisso del corpo l’espressione del
 lavoro si riduce al solo lavoro del momento risultante e la condizione di
 equilibrio (LV.11) diventa semplicemente:
 M (e,a)Ω × δ ψ = 0, ∀ δ ψ (LV.12)
 L’uguaglianza è giustificata per il fatto che gli spostamenti, che sono
 rotazioni attorno ad un asse passante per Ω , sono tutti reversibili, in quanto
 il vincolo blocca i parametri di traslazione del corpo, ma non fornisce alcuna
 limitazione sui parametri di rotazione. Data l’arbitrarietà completa di δ ψ la
 (LV.12) può essere soddisfatta se e solo se:
 M (e,a)Ω = 0 (LV.13)
 Questa rappresenta dunque la condizione di equilibrio per un corpo rigido
 con un punto fisso.
 • Condizione necessaria e sufficiente perchè un corpo rigido con un punto
 fisso sia in equilibrio è che il momento delle forze esterne attive ad esso
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 applicate, calcolato rispetto al punto fisso preso come polo di riduzione, sia
 nullo.
 Se prendiamo, per esempio, una singola forza attiva (P, F ) agente sul
 corpo, affinchè il suo momento rispetto ad Ω sia nullo, e quindi il corpo sia in
 equilibrio deve accadere che:
 ΩP ∧ F = 0
 ovvero la forza, supposta non nulla, deve avere la retta d’azione passante per
 Ω , in quanto ΩP risulta parallelo ad F e quest’ultimo è applicato in P .
 Per determinare le configurazioni di equilibrio del corpo si proietta la
 condizione vettoriale (LV.13) su un sistema di assi cartesiani che può essere
 conveniente scegliere con l’origine nel punto fisso:
 M (e,a)x (ϑ,ϕ,ψ,t) = 0
 M (e,a)y (ϑ,ϕ,ψ,t) = 0
 M (e,a)z (ϑ,ϕ,ψ,t) = 0
 (LV.14)
 Si ottengono in questo modo tre equazioni per le tre incognite costituite
 dai tre gradi di libertà del corpo rigido con un punto fisso, che generalmente
 si identificano con gli angoli di Eulero. Le soluzioni del sistema sono le
 configurazioni di equilibrio cercate.
 corpo rigido con un asse fisso
 Consideriamo ora un corpo rigido con un intera retta solidale fissa (asse
 fisso). Assumiamo, analogamente a quanto abbiamo fatto per il caso del corpo
 rigido con un punto fisso, che l’asse fisso non abbia struttura e si possa quindi
 schematizzare con una retta geometrica, dotata di una sola dimensione. In tal
 caso il vincolo risulta essere liscio. Infatti le reazioni vincolari sono applicate
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 sulla retta, ove risiede il vincolo, e i loro punti di applicazione sono punti
 fissi del corpo, per cui il lavoro delle reazioni vincolari è sempre nullo e
 il principio delle reazioni vincolari risulta verificato. Il principio dei lavori
 virtuali esprime allora una condizione necessaria e sufficiente per l’equilibrio
 e consente di individuare tutte le configurazioni di equilibrio del corpo.
 Scegliendo il punto Ω sull’asse fisso, possiamo specializzare la
 condizione di equilibrio (LV.11) nella forma:
 M (e,a)Ω × δ ψ = 0, ∀ δ ψ (LV.15)
 x
 y
 z
 ϑ
 ξ η
 ζ
 Ω
 F
 = –
 Ω'
 Figura LV. 1: equilibrio di un corpo rigido con un asse fisso
 Gli spostamenti virtuali sono le rotazioni attorno all’asse fisso e sono
 tutti reversibili; questo giustifica la condizione di equilibrio sotto forma diuguaglianza.
 Dobbiamo ora introdurre nella condizione di equilibrio (LV.15)
 l’informazione relativa la fatto che le rotazioni δ ψ hanno la direzione del
 versore c3 dell’asse fisso. Possiamo esprimere questa informazione nel modo
 seguente:
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 Quindi affinchè il corpo stia in equilibrio sotto l’azione di una sola forza
 esterna attiva occorre e basta che la retta d’azione della forza sia parallela
 oppure incidente rispetto all’asse fisso.
 corpo rigido scorrevole su una semiretta fissa
 Consideriamo ora, come terzo caso significativo, l’equilibrio del corpo
 rigido che può ruotare e scorrere lungo una semiretta solidale con
 l’osservatore (semiretta fissa) ma non solidale con il corpo rigido.
 z =
 Ω
 η
 ζ
 ϑ
 =
 ξ O
 z
 x
 y
 Figura LV. 2: equilibrio di un corpo rigido scorrevole su una semiretta fissa
 In questo caso affinchè i vincoli siano lisci occorre assumere che siano
 privi di attrito i cursori sui quali il corpo scorre lungo la semiretta e sia liscio
 il vincolo unilaterale che limita la traslazione del corpo lungo la semiretta;
 ad esempio sia costituito da una superficie priva di attrito. Sotto questaipotesi il principio dei lavori virtuali è condizione necessaria e sufficiente
 per determinare tutte le configurazioni di equilibrio del sistema. L’interesse
 di questo esempio sta nel fatto che, essendo presente un vincolo unilaterale,
 dobbiamo esaminare anche le configurazioni di confine.
 Scegliamo il punto Ω del corpo rigido in modo che si trovi sulla retta
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 solidale del corpo che trasla lungo la semiretta fissa e denotiamo con z la sua
 posizione lungo la semiretta fissa, assumendo che per z = 0 il corpo si trovi
 al confine, mentre con ϑ al solito indichiamo il parametro di rotazione del
 corpo. Il problema ha due gradi di libertà e sussiste la limitazione:
 z ≥ 0
 che caratterizza la presenza del vincolo unilaterale. La condizione diequilibrio (LV.11) va specializzata introducendo le informazioni relative al
 vincolo, cioè al fatto che la semiretta z ha direzione fissa data dal versore c3:
 δΩ = c3 δz, δ ψ = c3 δϑ
 Segue che la condizione di equilibrio si riscrive:
 R (e,a) × c3 δz + M (e,a)Ω × c3 δϑ ≤ 0, ∀ δz,δϑ
 Ovvero:
 R(e,a)z δz + M (e,a)z δϑ ≤ 0, ∀ δz,δϑ (LV.17)
 Distinguiamo il ora caso in cui il corpo si trovi in configurazione ordinaria,
 cioè non a contatto con la barriera unilaterale, dal caso in cui si trovi in
 configurazione di confine, cioè a contatto.
 a) configurazioni ordinarie: z > 0
 In questa situazione tutti gli spostamenti sono reversibili e la condizione
 di equilibrio (LV.17) si scrive come uguaglianza:
 R(e,a)z δz + M (e,a)z δϑ = 0, ∀ δz,δϑ (LV.18)
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 Scegliendo uno spostamento particolare per il quale risulti δz = 0 e δϑ
 arbitrario tale condizione comporta:
 M (e,a)z δϑ = 0, ∀ δϑ M (e,a)z = 0
 informazione che introdotta nella (LV.18) fornisce:
 R(e,a)z δz = 0, ∀ δz R(e,a)
 z = 0
 • Condizione necessaria e sufficiente affinchè una configurazione
 ordinaria sia di equilibrio per il corpo rigido scorrevole su una semiretta fissa
 è che:
 R(e,a)z (z , ϑ , t) = 0, M (e,a)z (z , ϑ , t) = 0, z > 0 (LV.19)
 Notiamo che solo le soluzioni che rispettano il vincolo, cioè la condizione
 z > 0 sono configurazioni ordinarie di equilibrio.
 b) configurazioni di confine: z = 0, δz ≥ 0
 Le configurazioni di confine sono caratterizzate dal vincolo per le
 configurazioni z = 0 e dal conseguente vincolo per gli spostamenti δz ≥ 0.
 Di conseguenza le rotazioni che sono caratterizzate da:
 δz = 0, δϑ arbitrario
 sono gli unici spostamenti reversibili, mentre gli spostamenti traslatori e
 rototralsatori sono irreversibili. Allora la condizione (LV.17) nel caso di
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 spostamenti reversibili, cioè puramente rotatori, comporta, come già nel caso
 precedente, l’annullarsi del momento assiale delle forze esterne attive:
 M (e,a)z = 0
 Questa informazione, introdotta nella (LV.17) ci dà di conseguenza:
 R(e,a)z δz ≤ 0, ∀ δz ≥ 0
 Essendo δz ≥ 0, a causa del vincolo unilaterale, la condizione precedente
 può essere soddisfatta se e solo se:
 R(e,a)z ≤ 0
 • Condizione necessaria e sufficiente affinchè una configurazione di
 confine sia di equilibrio per il corpo rigido scorrevole su una semiretta fissa è
 che:
 R(e,a)z (0, ϑ , t) ≤ 0, M (e,a)z (0, ϑ , t) = 0 (LV.20)
 Si noti che al posto della variabile z si è posto il suo valore al confine che
 è 0.
 Nel caso che abbiamo una sola forza attiva (P, F ) non nulla alla
 condizione dell’annullarsi del momento assiale, determinata nel caso del
 corpo rigido con un asse fisso, occorre aggiungere la condizione sul risultante.
 Quindi affinchè il corpo stia in equilibrio sotto l’azione della forza, oltre a
 richiedere che la retta d’azione della forza sia complanare con la semiretta
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 fissa, dobbiamo avere, per le configurazioni ordinarie che la forza sia
 ortogonale alla semiretta, e in configurazioni di confine, che la forza abbia
 componente z non positiva. La forza deve in questo caso puntare contro la
 barriera unilaterale oppure essere normale alla semiretta fissa, per mantenere
 l’equilibrio.
 Equilibrio di un sistema olonomo
 Vediamo ora come il principio dei lavori virtuali può essere utilizzato per
 la ricerca delle configurazioni di equilibrio di un sistema olonomo a vincoli
 lisci.
 Ricordando l’espressione del lavoro virtuale per un sistema olonomo a N
 gradi di libertà possiamo esprimere il lavoro virtuale delle forze attive nella
 forma:
 δL(a) = Q × δ q (LV.21)
 dove:
 q ≡ (q 1, q 2, · · · , q N ), Q ≡ (Q1, Q2, · · · , QN )
 sono i vettori, nello spazio delle configurazioni, le cui componenti sono,
 rispettivamente, i parametri lagrangiani del sistema e le componenti
 lagrangiane, in questo caso, delle forze attive.
 Allora la condizione di equilibrio (LV.2) fornita dal principio dei lavori
 virtuali, per un sistema olonomo si traduce nella condizione:
 Q × δ q ≤ 0, ∀ δ q (LV.22)
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 Ora possono presentarsi due situazioni: la prima è quella più semplice e si
 realizza quando si hanno solamente vincoli bilaterali; mentre il secondo caso
 si ha quando sono presenti vincoli unilaterali. Li esaminiamo entrambi.
 vincoli bilaterali
 In presenza di vincoli solamente bilaterali non vi sono configurazioni di
 confine per il sistema, ma tutte le configurazioni sono ordinarie e tutti gli
 spostamenti sono reversibili, in quanto lo spazio delle configurazioni coincide
 con tutto RN . Di conseguenza la condizione di equilibrio (LV.22) si riconducein termini di uguaglianza:
 Q × δ q = 0, ∀ δ q (LV.23)
 Data l’arbitrarietà dello spostamento δ q e tenendo conto del fatto che le Q
 non dipendono dagli spostamenti, ma solo da q ed eventualmente dal tempo,
 segue che il prodotto scalare nella (LV.23) si può annullare se e solo se:
 Q(q, t) = 0 (LV.24)
 Ovvero, in rappresentazione indiciale:
 Qh(q k, t) = 0
 Ricordiamo che, nel caso in cui il sistema delle forze agenti sia
 conservativo le componenti lagrangiane delle forze sono le derivate parzialidel potenziale, per cui le condizioni di equilibrio nelle configurazioni
 ordinarie diventano:
 ∂U
 ∂q h(q k, t) = 0
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 • Dunque le configurazioni ordinarie di equilibrio di un sistema olonomo
 a vincoli lisci, soggetto all’azione di un sistema di forze conservativo, sono
 gli estremanti del potenziale.
 La condizione (LV.24) scritta per esteso rappresenta un sistema algebrico
 di N equazioni per le N incognite q 1, q 2, · · · , q N :
 Q1(q 1, q 2, · · · , q N , t) = 0
 Q2(q 1, q 2, · · · , q N , t) = 0
 · · · · · ·
 QN (q 1, q 2, · · · , q N , t) = 0
 (LV.25)
 le cui soluzioni sono le configurazioni di equilibrio, che denoteremo con:
 C ∗
 r ≡ (q ∗
 1, q ∗
 2, · · · , q ∗
 N ), r = 1, 2, · · ·
 essendo r un indice che le tabula.
 vincoli unilaterali
 Esaminiamo ora il caso in cui siano presenti anche dei vincoli unilaterali e
 quindi delle configurazioni di confine. In questo caso non tutti gli spostamenti
 sono reversibili e bisogna analizzare separatamente le conseguenze della
 (LV.22) in presenza di spostamenti reversibili e di spostamenti irreversibili.
 Lo spazio delle configurazioni risulterà essere allora un sottoinsiemeA di RN , ad N dimensioni in quanto gli N parametri lagrangiani sono
 variabili indipendenti, dotato di una frontiera che possiamo caratterizzare con
 un’equazione cartesiana:
 f (q) = 0 (LV.26)
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 essendo una ipersuperficie N − 1 dimensionale. Le configurazioni ordinarie
 sono rappresentate dai punti di A che non appartengono alla frontiera (punti
 interni). Le configurazioni di confine sono costituite dai punti della frontiera
 di A e che quindi soddisfano l’equazione (LV.26).
 a bO
 q2
 q1≤ ≤q1
 Figura LV. 3: posizioni ordinarie e di confine nello spazio delle configurazioni
 i) limitazioni per un solo parametro
 La situazione che si presenta con maggiore frequenza è quella in cui
 lo spazio delle configurazioni sia definito mediante delle limitazioni sui
 singoli parametri. Cominciamo con il caso in cui un solo parametro, che
 identifichiamo con q 1, sia soggetto a delle limitazioni del tipo:
 a ≤ q 1 ≤ b
 Può anche accadere che manchi la limitazione inferiore o quella superiore
 (se mancano entrambe il parametro non è evidentemente soggetto ad alcunalimitazione).
 Lo spazio delle configurazioni è dato dal prodotto cartesiano:
 A = [a, b] × RN −1
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 — configurazioni di equilibrio ordinarie
 Le configurazioni ordinarie sono caratterizzate, allora dalle limitazioni:
 a < q 1 < b (LV.27)
 Gli spostamenti che si possono effettuare a partire da una configurazione
 ordinaria sono tutti reversibili, per cui il problema si riconduce esattamente
 al caso, già esaminato, in cui tutti i vincoli sono bilaterali. Quindile configurazioni di equilibrio ordinarie si ottengono mediante il sistema
 (LV.25).
 • Si deve fare attenzione, però, che in questo caso non tutte le soluzioni
 del sistema (LV.25) sono configurazioni ordinarie di equilibrio, ma solamente
 quelle soluzioni che soddisfano le limitazioni (LV.27).
 — configurazioni di confine
 Quando un solo parametro è soggetto a limitazioni le configurazioni di
 confine si possono verificare in due modi:
 a) q 1 = a =⇒ δq 1 ≥ 0
 Notiamo che essendo a l’estremo inferiore dell’intervallo in cui può
 variare q 1, il vincolo olonomo comporta, oltre alla limitazione per le
 configurazioni, anche la limitazione per gli spostamenti: δq 1 ≥ 0. Ne
 consegue che sono reversibili solo gli spostamenti del tipo:
 δ q ≡ (0, δq 2, · · · , δq N )
 essendo la prima componente nulla e le rimanenti arbitrarie e sono irreversibili
 tutti gli spostamenti la cui prima componente è maggiore di zero.
 La condizione sul lavoro fornita dal principio dei lavori virtuali, per
 la classe degli spostamenti reversibili, allora, si scrive come uguaglianza e
 inoltre manca del termine relativo ad h = 1:
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 Q2 δq 2 + Q3 δq 3 + · · · + QN δq N = 0, ∀ δq 2, δq 3, · · · , δq N
 Da cui, data l’arbitrarietà dei δq h, h = 2, 3, · · · , N e l’indipendenza delle
 Qh dagli spostamenti, si ha che devono annullarsi i coefficienti dell’identità,
 cioè:
 Qh = 0, h = 2, 3, · · · , N
 Queste condizioni costituiscono un sistema di N − 1 equazioni per le
 N −1 incognite: q 2, q 3, · · · , q N , mentre il valore della prima incognita è fissato
 essendo q 1 = a. Si ha allora il sistema:
 Q2(a, q 2, · · · , q N , t) = 0
 Q3(a, q 2, · · · , q N , t) = 0
 · · · · · ·
 QN (a, q 2, · · · , q N , t) = 0
 (LV.28)
 Da questo sistema si possono determinare le soluzioni per le N − 1incognite; tuttavia non si può ancora concludere che le N-ple:
 (a, q ∗2, q ∗3, · · · , q ∗N )
 siano configurazioni di equilibrio, in quanto, ai fini dell’equilibrio, la
 condizione (LV.22) deve essere verificata per tutti gli spostamenti virtuali,
 mentre finora abbiamo esaminato solamente la classe degli spostamenti
 reversibili. Per esaminare anche che cosa accade quando gli spostamenti sono
 irreversibili, introduciamo le condizioni (LV.28) — che all’equilibrio devono
 continuare a valere indipendentemente dagli spostamenti che si effettuano,
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 dal momento che le Qh non dipendono dallo spostamento — nella (LV.22),
 ottenendo:
 Q1δq 1 ≤ 0, ∀ δq 1
 Ma δq 1 ≥ 0 in conseguenza del vincolo unilaterale e quindi la condizione
 precedente può essere soddisfatta se e solo se:
 Q1 ≤ 0 (LV.29)
 A questo punto abbiamo esaminato il lavoro in corrispondenza di tutti gli
 spostamenti virtuali e abbiamo determinato tutte le condizioni di equilibrio
 per le configurazioni di confine corrispondenti a q 1 = a. Le condizioni sono
 dunque date da:
 Q1(a, q 2, · · · , q N , t) ≤ 0
 Qh(a, q 2, · · · , q N , t) = 0, h = 2, 3, · · · , N
 (LV.30)
 Operativamente per risolvere questo sistema di condizioni si procede nel
 modo seguente:
 — per prima cosa si risolve il sistema delle equazioni (LV.28) ottenendo
 delle soluzioni:
 (a, q ∗2, q ∗3, · · · , q ∗N )
 — successivamente si introducono, una ad una le soluzioni trovate nella
 Q1, cioè si valuta:
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 Q1(a, q ∗2, · · · , q ∗N , t)
 Se questa quantità risulta essere non positiva, allora si conclude che nella
 configurazione di confine esaminata c’è equilibrio, in caso contrario non c’è
 equilibrio.
 a) q 1 = b =⇒ δq 1 ≤ 0
 In maniera del tutto analoga si procede quando q 1 assume il valore estremosuperiore dell’intervallo, con l’unica differenza che questa volta il vincolo
 comporta, per gli spostamenti, δq 1 ≤ 0 e quindi la disuguaglianza cambia
 ovunque senso. Si ottengono in questo modo le condizioni di equilibrio:
 Q1(a, q 2, · · · , q N , t) ≥ 0
 Qh(a, q 2, · · · , q N , t) = 0, h = 2, 3, · · · , N
 (LV.31)
 che si risolvono allo stesso modo del caso precedente.
 ii) limitazioni per due o più parametri
 In questo caso, che si può verificare solo se N ≥ 2, cioè se il sistema
 ha almeno due gradi di libertà, si hanno due condizioni per i due parametri
 soggetti a limitazioni, che supponiamo siano i primi due:
 a1 ≤ q 1 ≤ b1, a2 ≤ q 2 ≤ b2
 Lo spazio delle configurazioni è dato adesso dal prodotto cartesiano:
 A = [a1, b1] × [a2, b2] × RN −2
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 — configurazioni di equilibrio ordinarie
 Le configurazioni di equilibrio ordinarie sono caratterizzate, allora dalle
 limitazioni:
 a1 < q 1 < b1, a2 < q 2 < b2 (LV.32)
 Gli spostamenti che si possono effettuare a partire da una configurazioneordinaria sono tutti reversibili, per cui il problema si riconduce come prima al
 caso, già esaminato, in cui tutti i vincoli sono bilaterali. Le configurazioni di
 equilibrio ordinarie si ottengono mediante il sistema (LV.25).
 • Si deve fare attenzione che sono configurazioni ordinarie di equilibrio
 solamente quelle soluzioni che soddisfano le limitazioni (LV.32).
 — configurazioni di confine
 Quando vi sono due parametri soggetti a limitazioni le configurazioni di
 confine si possono verificare nei seguenti modi:
 a) q 1 = a1, a2 < q 2 < b2
 b) q 1 = b1, a2 < q 2 < b2
 c) a1 < q 1 < b1, q 2 = a2
 d) a1 < q 1 < b1, q 2 = b2
 e) q 1 = a1, q 2 = a2
 f) q 1
 = a1
 , q 2
 = b2
 g) q 1 = b1, q 2 = a2
 h) q 1 = b1, q 2 = b2
 Seguendo il metodo utilizzato per il caso in cui un solo parametro è
 soggetto a limitazioni si giunge nei casi a), b), c), d) a risultati identici a quelli
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 ottenuti quando un solo parametro è soggetto a limitazioni. Per esempio nel
 caso a) si ottiene il sistema:
 Q1(a1, q 2, · · · , q N , t) ≤ 0
 Qh(a1, q 2, · · · , q N , t) = 0, h = 2, 3, · · · , N
 (LV.33)
 • Bisogna fare attenzione che le soluzioni di questo sistema sono
 accettabili solamente se verificano anche la limitazione a2 < q 2 < b2 impostaal parametro q 2 nel caso a).
 Analogamente si procede nei casi b), c), d).
 Il caso e) in cui entrambi i parametri assumono un valore estremo
 comporta la comparsa di due disequazioni e di N − 2 equazioni per le N − 2incognite q 3, · · · , q N , essendo i primi due parametri fissati nei valori rispettivi
 a1 e a2. Il sistema delle condizioni di equilibrio diviene allora:
 Q1(a1, a2, q 3, · · · , q N , t) ≤ 0
 Q2(a1, a2, q 3, · · · , q N , t) ≤ 0
 Q3(a1, a2, q 3, · · · , q N , t) = 0
 · · · · · ·
 QN (a1, a2, q 3, · · · , q N , t) = 0
 (LV.34)
 Analogamente si trattano i restanti casi, facendo attenzione a imporre
 correttamente i segni delle disuguaglianze.
 Quando le limitazioni coinvolgono più di due parametri il modo di
 procedere è lo stesso e si moltiplica il numero di casi da esaminare.
 Osserviamo che quando il numero di parametri soggetti a limitazioni
 è uguale a N , allora, nei casi in cui tutti i parametri assumono un
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 A
 Figura LV. 4: spazio delle configurazioni semplicemente connesso
 — configurazioni ordinarie
 Le configurazioni ordinarie di equilibrio si ricercano con il solito metodo
 e le soluzioni q ∗1, q ∗2 del sistema:
 Q1(q 1, q 2, t) = 0
 Q2(q 1, q 2, t) = 0(LV.37)
 rappresentano delle configurazioni di equilibrio ordinarie solo se soddisfano
 la condizione:
 f (q ∗1, q ∗2) < 0
 — configurazioni di confine
 Sono configurazioni che si trovano sulla frontiera. Per determinarle
 denotiamo con n il versore dello spazio delle configurazioni normale alla
 frontiera, orientato verso l’interno di A e con u il versore tangente alla
 frontiera, in un suo punto generico. Osserviamo che gli spostamenti
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 tangenti alla frontiera sono reversibili, mentre gli spostamenti che hanno una
 componente non nulla in direzione della normale sono irreversibili.
 Introducendo la decomposizione della forza generalizzata lungo la
 tangente e la normale alla frontiera:
 Q = Qu u + Qn n, Qu = Q × u, Qn = Q × n
 possiamo scrivere la condizione di equilibrio (LV.22) nella forma:
 Quu × δ q + Qnn × δ q ≤ 0, ∀ δ q (LV.38)
 Quando gli spostamenti sono tangenti alla frontiera (reversibili) essa si
 specializza nella condizione:
 Quu × δ q = 0, ∀ δ q
 da cui si ricava:
 Qu = 0 ⇐⇒ Q1u1 + Q2u2 = 0 (LV.39)
 Se gli spostamenti sono irreversibili si ha, tenendo conto della (LV.39):
 Qnn × δ q ≤ 0, ∀ δ q
 Tenendo conto che lo spostamento irreversibile può avere la componente
 normale solo diretta verso l’interno di A, cioè: n × δ q ≥ 0, segue la
 condizione:
 Qn ≤ 0 ⇐⇒ Q1n1 + Q2n2 ≤ 0 (LV.40)
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 essendo u1, u2 le componenti di u e n1, n2 le componenti di n nello spazio
 delle configurazioni.
 Complessivamente le condizioni di equilibrio per le configurazioni di
 confine si scrivono:
 Q1(q 1, q 2, t) n1(q 1, q 2) + Q2(q 1, q 2, t) n2(q 1, q 2) ≤ 0
 Q1(q 1, q 2, t) u1(q 1, q 2) + Q2(q 1, q 2, t) u2(q 1, q 2) = 0 (LV.41)
 Se lo spazio delle configurazioni non è semplicemente connesso, possono
 essere presenti più rami distinti della frontiera, caratterizzabili mediante
 equazioni del tipo:
 f r(q 1, q 2) = 0, r = 1, 2, · · ·
 In questa situazione le configurazioni di confine si possono realizzarealternativamente su ciascuno di questi rami e si procede per ogni ramo con
 il metodo appena illustrato.
 Come osservazione conclusiva, valida qualunque sia lo spazio delle
 configurazioni considerato, notiamo che possono esistere delle configurazioni
 di confine nelle quali le forze lagrangiane sono tutte nulle, come accade
 nel caso delle configurazioni ordinarie. Questo accade perchè, tali
 configurazioni, se non fosse presente un vincolo unilaterale sarebbero
 ugualmente configurazioni di equilibrio e in quel caso sarebbero ordinarie.
 Se invece le condizioni di equilibrio contengono almeno una disequazione,
 soddisfatta come disuguaglianza stretta, ciò significa che la configurazione diconfine in questione è di equilibrio proprio grazie alla presenza del vincolo
 unilaterale e non vi sarebbe equilibrio in assenza di esso.
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 Sistemi a legami completi
 Vale la pena rilevare che vi sono sistemi olonomi, a vincoli lisci, per i
 quali l’equilibrio risulta sussistere per qualunque valore di uno o più parametri
 lagrangiani, a condizione che sia soddisfatta una opportuna condizione tra le
 costanti di struttura (masse, costanti elastiche, ecc.); in questi casi esistono
 infinite configurazioni di equilibrio del sistema, anche se non vi è attrito. In
 particolare se un tale sistema ha un solo grado di libertà tutte le configurazioni
 consentite dai vincoli risultano essere di equilibrio; si parla allora di sistema
 a legami completi. Tipici esempi sono costituiti dalla leva e dal torchio a vite.
 Leva
 La leva è una sbarra rigida con un punto fisso O (fulcro della leva), libera
 di ruotare in un piano, ai cui estremi A e B sono applicate due forze parallele
 e concordi, costanti, le cui rette d’azione appartengono al piano della leva.
 La condizione di equilibrio per un tale sistema, a un grado di libertà e a
 vincoli lisci, si ottiene mediante il principio dei lavori virtuali, tenendo conto
 che tutti gli spostamenti sono reversibili. Il lavoro delle due forze esterneattive è dato da:
 δL(e,a) = M (e,a)O × δ ψ
 essendo:
 M (e,a)0 = OA ∧ F A + OB ∧ F B
 Denotando:
 OA = a u, OB = −b u, F A = F Aw, F B = F Bw, δ ψ = c3δϑ
 otteniamo all’equilibrio:
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 δL(e,a) = (F Aa − F Bb) u ∧ w × c3 δϑ = 0, ∀δϑ
 Escludendo il caso insignificante in cui le forze siano parallele alla leva,
 il prodotto misto è sempre diverso da zero e si ottiene la condizione di
 equilibrio:
 F Aa = F Bb ⇐⇒
 F A
 F B =
 b
 a
 nota come regola d’oro della leva. Notiamo come, se questa condizione si
 verifica, l’equilibrio sussiste per qualunque valore del parametro lagrangiano
 ϑ. Com’è noto questa semplice regola consente di equilibrare in uno dei due
 estremi della leva una forza di intensità anche molto superiore a quella che
 viene applicata all’altro estremo, giocando su un rapporto favorevole tra i due
 bracci a e b.
 Torchio
 In maniera analoga funziona il torchio a vite, costituito da una vite che
 ruota nella corrispondente madrevite. La vite avanza di una lunghezza h
 (passo della vite) ogni giro completo della vite stessa, lungo l’asse verticale z .
 Il sistema possiede il solo grado di libertà ϑ che definisce l’angolo di rotazione
 della vite. Le forze vengono applicate come in fig. (??): F A viene disposta
 con la retta d’azione normale al braccio e F B si oppone all’avanzamento della
 vite. La condizione di equilibrio si ottiene, anche in questo caso, mediante
 il principio dei lavori virtuali, tenendo conto che tutti gli spostamenti sono
 reversibili.
 Il lavoro è dato da:
 δL(e,a) = F B × δΩ + ΩA ∧ F A × δ ψ
 Denotando:
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 ΩA = au F A = F Aw, F B = −F Bc3, δ ψ = c3 δϑ
 e tenendo conto che risulta:
 δB = c3h
 2π
 δϑ
 si ottiene all’equilibrio:
 F Aa − F B
 h
 2π
 δϑ = 0, ∀δϑ
 Da cui la regola d’oro del torchio:
 F A
 F B = h
 2πa
 che consente di realizzare una forza F B molto più intensa della F A accordando
 opportunamente il braccio a e il passo della vite.
 Equilibrio relativo e potenziale della forza centrifuga
 Tutta la trattazione svolta in questo capitolo è stata fatta assumendo che
 l’osservatore rispetto al quale si riferisce l’equilibrio di un sistema di punti
 materiali sia inerziale. Tuttavia l’estensione all’equilibrio riferito ad unsistema non inerziale (equilibrio relativo) è immediata se si fa riferimento
 alla definizione di equilibrio di un sistema data all’inizio del capitolo. Se
 un sistema, come si è detto, è in equilibrio se e solo se ogni suo punto è
 in equilibrio, ne consegue che l’equilibrio relativo di un sistema di punti
 materiali equivale all’equilibrio relativo di ogni punto del sistema. Ora la
 condizione di equilibrio relativo di ogni punto si ottiene aggiungendo le forze
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 di trascinamento nelle usuali condizioni di equilibrio. Per un sistema di punti
 si avrà allora:
 F s + F (τ )s + Φs = 0
 Di conseguenza nella formulazione del principio dei lavori virtuali basta
 aggiungere alle forze attive la forza di trascinamento agente su ogni singolo
 punto.
 In particolare quando l’osservatore relativo ruota uniformemente attorno
 a una retta fissa rispetto al sistema assoluto, le forze centrifughe applicate ad
 ogni punto risultano essere conservative e il loro potenziale è la somma dei
 potenziali di ciascuna di esse. Questa è una conseguenza diretta di quanto
 abbiamo visto nella statica relativa del punto. Ma per un punto abbiamo visto
 che il potenziale della forza centrifuga è uguale all’energia cinetica associata
 con il moto di trascinamento del punto. Poichè questo risultato continua a
 valere per i singoli punti di un sistema, avremo, di conseguenza per l’intero
 sistema:
 U centrif. = 1
 2
 N s=1
 msω2r2s = 1
 2ω2
 N s=1
 msr2s = 1
 2J ω2
 dove J risulta essere il momento d’inerzia del sistema materiale rispetto
 all’asse di rotazione del riferimento relativo.
 Dunque il risultato:
 U centrif. = T (τ )
 si estende dal caso del punto a quello di un sistema qualunque di punti
 materiali.
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 Reazioni vincolari
 Il principio dei lavori virtuali tiene in considerazione le sole forze attive,
 perciò, di per sè, consente di determinare le configurazioni di equilibrio ma
 non le reazioni vincolari di un sistema meccanico a vincoli lisci. Tuttavia è
 possibile, anche se in maniera spesso piuttosto laboriosa, determinare anche
 le reazioni vincolari applicate ai punti di un sistema.
 Per fare questo si utilizza il cosiddetto metodo dello svincolamento checonsiste nel considerare un sistema equivalente a quello dato, svincolato nel
 punto in cui si vuole conoscere la reazione vincolare. Nel sistema svincolato,
 che ha un numero maggiore di gradi di libertà del sistema originario, viene
 applicata una forza attiva che uguaglia la reazione vincolare e che quindi
 realizza le stesse configurazioni di equilibrio. Note allora le configurazioni
 di equilibrio del sistema originario è possibile determinare le corrispondenti
 reazioni vincolari nel punto considerato, uguali alle forze attive ad esse
 sostituite e che rappresentano le incognite del problema. Per conoscere tutte le
 reazioni vincolari, corrispondenti a tutti i vincoli presenti nel sistema, occorre
 procedere allo svincolamento successivo di tutti i punti vincolati.
 Generalmente, quando occorre la conoscenza delle reazioni vincolari, è
 preferibile il metodo delle equazioni cardinali della statica che esamineremo
 nel prossimo capitolo, in quanto risulta più diretto e più rapido.
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 O x
 y
 Φ
 ϑ
 O
 y
 x
 ϑ ϕ
 F
 F
 Figura LV. 5: metodo dello svincolamento
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 Il principio dei lavori virtuali risulta essere estremamente potente per la
 ricerca delle configurazioni di equilibrio di un sistema a vincoli lisci perchè
 non chiama in causa le reazioni vincolari, che sono normalmente incognite del
 problema. Tuttavia questo suo pregio viene a costituire anche il suo limite:
 infatti in molti problemi di statica è necessario calcolare anche le reazioni
 vincolari per conoscere le forze alle quali vengono sottoposte le strutture di
 sostegno del sistema. E’ possibile in questo caso ricorrere al metodo dello
 svincolamento, ma questo risulta essere piuttosto laborioso e quindi scomodo
 da utilizzare. Inoltre nei casi in cui i vincoli non sono lisci il principio dei
 lavori virtuali non è condizione necessaria per l’equilibrio e può quindi non
 essere soddisfatto.
 Per ovviare a questi problemi si sviluppa una seconda metodologia,
 fondamentale nella statica, che si fonda sulle equazioni cardinali della statica
 , delle quali ci occupiamo in questo capitolo. Le equazioni cardinali della
 statica chiamano sempre direttamente in causa anche le reazioni vincolari.E’ chiaro che questo può essere uno svantaggio quando il problema non
 richiede anche la loro determinazione, ma solo la ricerca delle configurazioni
 di equilibrio; è invece un vantaggio quando il problema richiede la loro
 determinazione. Inoltre, le equazioni cardinali, a differenza del principio
 dei lavori virtuali, come vedremo, sono sempre delle condizioni necessarie
 per l’equilibrio di un sistema meccanico. Non sono invece, generalmente
 sufficienti, ma lo diventano solamente se il sistema è un corpo rigido. Si
 comprende allora come le due metodologie siano complementari.
 Per giungere alle equazioni cardinali della statica si parte dalla definizione
 di equilibrio per un sistema di punti materiali qualunque: un sistema èin equilibrio quando ogni suo punto è in equilibrio. Scriviamo questa
 condizione senza separare, per ora, le forze in forze attive e reazioni vincolari:
 f s = 0, s = 1, 2, · · · , n
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 dove f s è la forza complessiva applicata al punto P s del sistema materiale.
 Anzichè separare le forze in attive e vincolari è conveniente, ai fini delle
 considerazioni che vogliamo sviluppare, considerare la classificazione in
 forze esterne e forze interne riscrivendo le condizioni di equilibrio nella
 forma:
 f (e)s + f (i)s = 0, s = 1, 2, · · · , n (ES.1)
 Queste condizioni di equilibrio, dal punto di vista algebrico, qualora
 vengano proiettate su di un sistema di assi cartesiani ortogonali, costituiscono
 un sistema comprendente nel caso più generale 3n equazioni per le 3n
 incognite rappresentate dalle coordinate xs, ys, z s dei punti materiali P s che
 costituiscono il sistema meccanico.
 • Osserviamo che se tutte le forze fossero note, si potrebbe risolvere il
 sistema e si determinerebbero le configurazioni di equilibrio. Le equazioni
 cardinali nascono dalla constatazione che, se quanto affermato è vero in
 teoria, nella pratica non tutte le forze agenti sul sistema possono essere
 conosciute; e, in particolare, in un corpo macroscopico le forze interne nonsono conosciute, in quanto rappresentano le interazioni mutue fra le particelle
 del corpo: esse sono impossibili da misurare perchè estremamente deboli e
 troppo numerose, essendo forze di natura microscopica.
 • L’unica informazione universalmente valida in relazione alle forze
 interne, per qualunque sistema di punti materiali, ci è data dal terzo principio
 della dinamica in base al quale, le forze interne sono riducibili a coppie di
 braccio nullo, ovvero sono caratterizzate dalle condizioni:
 R (i) = 0, M (i)Ω = 0
 Per chiamare in causa queste informazioni occorre combinare linearmente
 le condizioni di equilibrio del sistema (ES.1) in modo da far comparire il
 risultante e il momento risultante delle forze interne in luogo delle singole
 forze. Possiamo far comparire il risultante sommando membro a membro le
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 (ES.1) rispetto all’indice s che tabula i punti del sistema. Otteniamo in tal
 modo:
 ns=1
 f (e)s +n
 s=1
 f (i)s = 0
 La prima sommatoria rappresenta il risultante delle forze esterne, mentre
 la seconda è il risultante delle forze interne, che è nullo per il terzo principiodella dinamica. Rimane così:
 R (e) = 0 (ES.2)
 Abbiamo in questo modo ottenuto un’equazione nella quale le forze
 interne non sono presenti. Rimane ora da utilizzare l’informazione fornita dal
 terzo principio della dinamica in relazione al momento delle forze interne.
 Scelto un polo Ω , consideriamo l’espressione:
 ΩP s ∧ f (e)s + ΩP s ∧ f (i)s = 0
 che risulta essere nulla, in conseguenza delle condizioni di equilibrio (ES.1).
 Sommando sull’ indice s otteniamo di conseguenza:
 ns=1
 ΩP s ∧ f (e)s +n
 s=1
 ΩP s ∧ f (i)s = 0
 La prima sommatoria rappresenta il momento risultante delle forze
 esterne, mentre la seconda è il momento delle forze interne, che risulta essere
 nullo per il terzo principio delle dinamica. Rimane dunque:
 M (e)Ω = 0 (ES.3)
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 Anche questa equazione non contiene le forze interne. Le equazioni
 (ES.2) e (ES.3), che sono una conseguenza delle condizioni di equilibrio
 (ES.1), ma a differenza di queste ultime non contengono le forze interne,
 prendono il nome di equazioni cardinali della statica. A questo punto è
 conveniente tornare a separare le forze in attive e vincolari e riscrivere le
 equazioni cardinali nella forma in cui normalmente le utilizzeremo:
 R (e,a) +R (e,v) = 0
 M (e,a)Ω +M
 (e,v)Ω = 0
 (ES.4)
 • I vantaggi. Il primo vantaggio delle equazioni cardinali, rispetto alle
 condizioni di equilibrio (ES.1) sta nel fatto che in esse sono state eliminate le
 forze interne. Il secondo vantaggio, rispetto al principio del lavori virtuali, sta
 nel fatto che per dedurle non abbiamo fatto ricorso a nessuna ipotesi sulla
 natura dei vincoli del sistema, per cui le equazioni cardinali della statica
 risultano valide anche quando i vincoli non sono lisci. Esse sono sempre
 condizioni necessarie per l’equilibrio.
 • Lo svantaggio, concomitante con il guadagno dell’eliminazione
 delle forze interne, è conseguenza del fatto che, per eliminare le forze
 interne abbiamo combinato linearmente le condizioni di equilibrio (ES.1),
 diminuendo il numero di equazioni linearmente indipendenti. Essendo partiti
 dal sistema algebrico (ES.1) che, nel caso più generale, è costituito da 3n
 equazioni, otteniamo il sistema delle equazioni cardinali, che nel caso più
 generale, è formato da sei equazioni. Di conseguenza le equazioni cardinali
 in genere non sono sufficienti per l’equilibrio di un sistema.
 Ciò significa che con le equazioni cardinali si può risolvere al massimo
 un problema a sei incognite. Il tipico sistema che ha un massimo di sei gradi
 di libertà è il corpo rigido libero. Se il copro rigido è vincolato diminuisce il
 numero dei gradi di libertà, ma in compenso nascono delle nuove incognite
 per la presenza delle reazioni vincolari.
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 Osserviamo, per inciso, che quando n = 1 abbiamo un solo punto e le
 equazioni cardinali si riducono a sole tre equazioni indipendenti coincidenti
 con la (ES.1) per un solo punto. Quando n = 2 abbiamo un sistema di due
 punti, ma in questo caso, pur avendo sei coordinate incognite, le equazioni
 indipendenti sono solo cinque e le equazioni cardinali non sono sufficienti
 a determinare l’equilibrio. L’esempio di due punti liberi non coincidenti
 collegati con una molla ideale, mostra come il sistema non è in equilibrio,
 anche se le equazioni cardinali sono soddisfatte.
 Figura ES. 1: due punti collegati da una molla ideale
 Se il sistema materiale poi, ha più di sei gradi di libertà, o comunque
 più di sei incognite dovute alla presenza di reazioni vincolari, il problema
 dell’equilibrio risulta staticamente indeterminato.
 • Le equazioni cardinali della statica sono condizioni sempre necessarie
 per l’equilibrio di un sistema meccanico, ma generalmente non sono
 sufficienti.
 Che siano condizioni necessarie per l’equilibrio è immediato, per come
 sono state dedotte: infatti, supposto l’equilibrio, espresso dalle (ES.1) esse
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 risultano verificate di conseguenza, in quanto combinazioni lineari delle
 (ES.1).
 Sufficienza delle equazioni cardinali per i corpi rigidi
 Nell’esempio di un sistema di due punti materiali collegati con una molla,
 sopra riportato, si può osservare che se si impone il vincolo di rigidità frai due punti, per esempio interponendo fra essi una sbarretta rigida, allora,
 grazie alla rigidità del sistema, i due punti vengono a trovarsi in equilibrio,
 in quanto ogni punto si trova sottoposto ad una reazione vincolare, realizzata
 dalla sbarra rigida, che equilibra la forza elastica ad esso applicata. Non si
 tratta di una coincidenza, ma di un risultato generale che va sotto il nome di
 sufficienza delle equazioni cardinali della statica per l’equilibrio dei corpi
 rigidi.
 Le equazioni cardinali della statica sono condizioni necessarie esufficienti per l’equilibrio di un corpo rigido
 La via più rapida per la dimostrazione fa ricorso all’ipotesi ausiliaria che
 i vincoli siano lisci. Questa ipotesi anche se è restrittiva dal punto di vista
 matematico, non lo è dal punto di vista fisico, in quanto, come abbiamo
 già visto a proposito del principio dei lavori virtuali, si tratta di un’ipotesi
 di sicurezza. Se mostriamo che le equazioni cardinali sono sufficienti in
 condizioni di vincolo liscio, a maggior ragione lo sono in presenza di
 vincolo non liscio, in quanto dall’esperienza, sappiamo che la presenzadell’attrito favorisce l’equilibrio e, comunque non rimuove le configurazioni
 che sarebbero di equilibrio quando il vincolo fosse liscio.
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 DIMOSTRAZIONE
 Il teorema da dimostrare è il seguente:
 i)
 R (e,a) +R (e,v) = 0
 M (e,a)Ω +M
 (e,v)Ω = 0
 ii) corpo rigido
 iii) vincoli lisci
 =⇒ equilibrio
 Per fare intervenire il principio dei lavori virtuali che ci fornisce una
 condizione sufficiente per l’equilibrio, ricordiamo anzitutto la relazione che
 esprime il lavoro di un sistema di forze applicate ai punti di un corpo rigido:
 δL = R × δΩ + M Ω × δ ψ
 Consideriamo poi i seguenti prodotti scalari che risultano nulli inconseguenza delle equazioni cardinali che si assumono valide per ipotesi:
 R (e,a) × δΩ + R (e,v) × δΩ = 0
 M (e,a)Ω × δ ψ +M
 (e,v)Ω × δ ψ = 0
 Sommando membro a membro queste equazioni scalari e ordinando
 ricaviamo:
 R (e,a) × δΩ + M (e,a)Ω × δ ψ + R (e,v) × δΩ + M
 (e,v)Ω × δ ψ = 0
 Riconosciamo nei primi due addendi il lavoro delle forze esterne attive
 e negli ultimi due il lavoro delle forze esterne vincolari. Possiamo dunque
 concludere che:
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 δL(e,a) + δL(e,v) = 0, ∀δΩ,δ ψ (ES.5)
 risultato valido per qualunque spostamento virtuale, dal momento che non
 abbiamo fatto alcuna ipotesi sugli spostamenti.
 Ora dobbiamo tenere conto del fatto che il lavoro delle forze interne in un
 corpo rigido è nullo, come è stato mostrato nel capitolo (LV). Di conseguenza,
 possiamo scrivere:
 δL(i) = δL(i,a) + δL(i,v) = 0, ∀δΩ,δ ψ (ES.6)
 Sommando membro a membro la (ES.5) e la (ES.6) otteniamo:
 δL(e,a) + δL(e,v) + δL(i,a) + δL(i,v) = 0, ∀δΩ,δ ψ
 Ovvero:
 δL(a) + δL(v) = 0, ∀δΩ,δ ψ (ES.7)
 Ora tenendo conto dell’ipotesi ausiliaria per cui i vincoli sono lisci, che
 grazie al principio delle reazioni vincolari equivale a dire:
 δL(v) ≥ 0, ∀δΩ,δ ψ
 segue subito nella (ES.7):
 δL(a) ≤ 0, ∀δΩ,δ ψ
 Ma questa è la condizione del principio dei lavori virtuali ed è sufficiente
 per l’equilibrio del sistema. Resta così provata anche la sufficienza delle
 equazioni cardinali della statica per l’equilibrio del corpo rigido.
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 Osservazioni
 • Il teorema che abbiamo appena provato afferma che le equazioni
 cardinali della statica sono condizioni sufficienti per determinare le
 configurazioni di equilibrio di un sistema rigido. Esse tuttavia, possono
 non essere sufficienti a determinare anche le reazioni vincolari. Questo
 non meraviglia se teniamo conto che la prova della sufficienza è stata
 condotta mediante il principio dei lavori virtuali che è condizione necessaria
 e sufficiente per determinare le configurazioni di equilibrio, ma non si
 preoccupa delle reazioni vincolari. Può dunque accadere, che alcuni problemi
 di statica rigida si presentino indeterminati per quanto riguarda le reazioni
 vincolari. Questo non inficia la sufficienza delle equazioni cardinali ai fini
 della determinazione delle configurazioni di equilibrio.
 • Dal momento che nelle equazioni cardinali compaiono solo il risultante
 e il momento risultante delle forze esterne, e poichè le operazioni elementari
 non alterano il risultante e il momento risultante di un sistema di vettori
 applicati, ne consegue, grazie alla sufficienza delle equazioni cardinali provata
 per i corpi rigidi, che se si effettuano delle operazioni elementari su un sistema
 di forze che mantiene in equilibrio un corpo rigido, l’equilibrio non ne vienealterato, perchè le equazioni cardinali continuano ad essere soddisfatte. Se
 ne trae la conseguenza che quando il corpo è rigido si possono applicare i
 teoremi di riducibilità ai sistemi di forze agenti su di esso senza modificarne
 l’equilibrio.
 • Nella nostra indagine sull’equilibrio dei sistemi vincolati assumeremo,
 come si fa usualmente, che quando un vincolo non è impossibilitato ad
 esplicare le reazioni vincolari che mantengono in equilibrio un corpo, esse
 vengano effettivamente esplicate, in risposta alle sollecitazioni attive che
 intervengono sul vincolo. In altri termini consideriamo il vincolo in termini
 teorici senza tener conto del fatto che la sua struttura possa cedere sesottoposta ad una sollecitazione eccessiva. Per cui vengono considerate
 usualmente necessarie e sufficienti per l’equilibrio quelle condizioni che
 dimostrano che il vincolo non è impossibilitato ad esplicare le reazioni
 vincolari richieste per l’equilibrio. Un esempio di questo è dato dal corpo
 rigido appoggiato a un piano orizzontale privo di attrito che esamineremo in
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 seguito.
 Applichiamo adesso le equazioni cardinali della statica al corpo rigido, per
 determinare le condizioni di equilibrio e le reazioni vincolari. Esaminiamo il
 caso del corpo rigido con un punto fisso, con un asse fisso e scorrevole su una
 semiretta. Ritroveremo, per quanto riguarda le condizioni di equilibrio, gli
 stessi risultati che abbiamo dedotto con il principio dei lavori virtuali; in più
 avremo anche le informazioni relative alle reazioni vincolari.
 Corpo rigido con un punto fisso
 Nel caso del corpo rigido con un punto fisso il vincolo è costituito dal
 punto fisso Ω , per cui la reazione vincolare è unica ed è applicata nel punto
 fisso.
 x
 y
 z
 linea dei nodi
 ψ
 ϕ
 ϑ ξ
 ηζ
 Ω
 Φ
 Figura ES. 2: equilibrio di un corpo rigido con un punto fisso e reazione
 vincolare
 Per scrivere le equazioni cardinali conviene scegliere il punto fisso Ω
 come polo di riduzione dei momenti: in tal modo la reazione vincolare Φ
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 che è applicata in Ω viene ad avere momento nullo e le equazioni cardinali
 della statica, vengono specializzate per l’equilibrio del corpo rigido con un
 punto fisso, nel modo seguente:
 R (e,a) + Φ = 0
 M (e,a)Ω = 0
 (ES.8)
 L’equazione dei momenti non contiene la reazione vincolare e perciò
 fornisce le equazioni pure dell’equilibrio , mentre l’equazione del risultante
 permette di ricavare la reazione vincolare, dopo aver risolto il problema
 dell’equilibrio.
 Notiamo come la condizione pura per l’equilibrio è la stessa che era stata
 trovata anche con il principio dei lavori virtuali. Abbiamo in questo caso,
 in più ottenuto le equazioni che ci permettono di calcolare anche la reazione
 vincolare.
 Proiettando il sistema (ES.8) su una terna cartesiana ortogonale otteniamosei equazioni per le sei incognite costituite dai tre gradi di libertà del corpo
 rigido con un punto fisso, che generalmente sono identificati dagli angoli di
 Eulero, e per le tre componenti della reazione vincolare:
 R(e,a)x (ϑ,ϕ,ψ,t) + Φx = 0
 R(e,a)y (ϑ,ϕ,ψ,t) + Φy = 0
 R
 (e,a)
 z (ϑ,ϕ,ψ,t) + Φz = 0
 M (e,a)x (ϑ,ϕ,ψ,t) = 0
 M (e,a)y (ϑ,ϕ,ψ,t) = 0
 M (e,a)z (ϑ,ϕ,ψ,t) = 0
 (ES.9)
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 Il sistema è staticamente determinato. Risolto il problema dell’equilibrio,
 mediante le equazioni dei momenti, si ottengono le configurazioni di
 equilibrio espresse da delle terne ordinate del tipo:
 C ∗ ≡ (ϑ∗, ϕ∗, ψ∗)
 Sostituendo i valori trovati per gli angoli di Eulero nell’equazione del
 risultante si determina la corrispondente reazione vincolare.
 Corpo rigido con un asse fisso
 L’analisi dell’equilibrio del corpo rigido con un asse fisso con il metodo
 delle equazioni cardinali della statica richiede una maggiore attenzione, in
 quanto il problema risulta in genere staticamente indeterminato, a meno di
 non fare qualche ipotesi che dia ulteriori informazioni sulla struttura dei
 vincoli. Questa indeterminazione è dovuta al fatto che un’asse si può fissarevincolandolo in molti modi differenti.
 Per fissare una retta possiamo, per esempio, pensare di fissare due punti
 del corpo rigido: rimane così bloccata la loro retta congiungente. A questo
 scopo occorrono due reazioni vincolari, applicate nei due punti fissati Ω 1, Ω 2.
 Le equazioni cardinali della statica, adottando questo schema per i vincoli,
 si specializzano nel modo seguente:
 R (e,a) +Φ1 + Φ2 = 0
 M (e,a)Ω
 + Ω 1Ω 2 ∧ Φ2 = 0
 (ES.10)
 avendo scelto, per comodità il polo di riduzione dei momenti coincidente
 con il punto di applicazione Ω 1 di una delle due reazioni vincolari, in modo

Page 394
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 394/473
 equazioni cardinali della statica 393
 x
 y
 z =
 Ω
 ξ η
 ζ
 ϑ
 =
 Ω
 1
 2Φ Φ
 1 2
 Figura ES. 3: equilibrio di un corpo rigido con un asse fisso e reazioni
 vincolari
 che il suo momento si annulli. Rimane, però in questo caso il momento
 dell’altra reazione vincolare. Il problema ha un solo grado di libertà ϑ
 per cui occorre una sola equazione pura per l’equilibrio, la quale si ottieneproiettando l’equazione dei momenti sull’asse fisso, come è immediato
 verificare considerandone il prodotto scalare per c3:
 M (e,a)Ω × c3 + Ω 1Ω 2 ∧ Φ2 × c3 = 0
 Il prodotto misto:
 Ω 1Ω 2 ∧ Φ2 × c3 = 0
 si annulla in quanto contiene i due vettori tra loro paralleli Ω 1Ω 2, diretto come
 l’asse fisso e c3 che è il versore dello stesso asse; quindi i tre vettori del
 prodotto misto sono complanari e il prodotto si annulla. Rimane allora:
 M (e,a)z = 0
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 che è la stessa condizione di equilibrio che avevamo ottenuto facendo uso
 del principio dei lavori virtuali. L’equilibrio resta dunque determinato, come
 deve essere, in forza della sufficienza delle equazioni cardinali della statica
 per i corpi rigidi.
 Per calcolare le reazioni vincolari ci servono adesso le proiezioni di tutte
 le equazioni su una terna cartesiana, scelta come in figura, in modo che l’asse
 fisso coincida con l’asse z . Abbiamo il sistema completo di sei equazioni:
 R(e,a)x (ϑ, t) + Φ1x + Φ2x = 0
 R(e,a)y (ϑ, t) + Φ1y + Φ2y = 0
 R(e,a)z (ϑ, t) + Φ1z + Φ2z = 0
 M (e,a)x (ϑ, t) − Φ2y = 0
 M (e,a)y (ϑ, t) + Φ2x = 0
 M (e,a)z (ϑ, t) = 0
 (ES.11)
 dove abbiamo denotato:
 Ω 1Ω 2 = c3, = Ω 1Ω 2 × c3
 Oltre all’equazione pura dell’equilibrio che abbiamo già esaminato, il
 sistema contiene altre cinque equazioni che coinvolgono le reazioni vincolari,
 ma le componenti incognite delle reazioni sono sei. Il sistema rimanestaticamente indeterminato rispetto alle reazioni vincolari. Notiamo che se
 avessimo vincolato più di due punti dell’asse avremmo avuto ancora più
 incognite.
 • Osserviamo che le componenti x e y delle reazioni vincolari sono
 determinate in quanto disponiamo di quattro equazioni che contengono queste
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 incognite senza contenere le componenti z e sono le proiezioni sugli assi x, y
 delle nostre equazioni. Le componenti z delle reazioni vincolari risultano
 invece indeterminate, perchè rimane solo un’equazione disponibile per esse,
 data dalla proiezione sull’asse z dell’equazione del risultante.
 Questa indeterminazione, in effetti, è comprensibile perchè l’aver
 fissato due punti per bloccare una retta di un corpo rigido, è un vincolo
 sovrabbondante in quanto lo scorrimento della retta è già bloccato dall’aver
 fissato un punto di essa, ad esempio Ω 1; per cui in Ω 2 basta bloccare la
 direzione della retta, ad esempio mediante un cursore cilindrico privo di attrito
 (cerniera cilindrica).
 x
 y
 z =
 Ω
 ξ η
 ζ
 ϑ
 =
 Ω
 1
 2Φ
 Φ
 12
 Figura ES. 4: asse fisso realizzato mediante un punto fisso e una cerniera
 cilindrica
 Poichè il cursore è supposto privo di attrito, la reazione vincolare risulta
 ortogonale alla superficie del cursore, cioè ortogonale all’asse fisso, ovvero si
 ha:
 Φ2z = 0
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 Viene così ad essere eliminata un’incognita e il problema risulta
 completamente determinato. Il sistema completo delle equazioni cardinali
 contiene ora sei equazioni per sei incognite:
 R(e,a)x (ϑ, t) + Φ1x + Φ2x = 0
 R(e,a)y (ϑ, t) + Φ1y + Φ2y = 0
 R(e,a)z (ϑ, t) + Φ1z = 0
 M (e,a)x (ϑ, t) − Φ2y = 0
 M (e,a)y (ϑ, t) + Φ2x = 0
 M (e,a)z (ϑ, t) = 0
 (ES.12)
 Corpo rigido scorrevole su una semiretta fissa
 Nel caso dell’equilibrio di un corpo rigido scorrevole su di una semiretta
 bisogna scrivere le equazioni cardinali separatamente per le configurazioni
 ordinarie e per le configurazioni di confine.
 configurazioni ordinarie
 Per le configurazioni ordinarie, supposti privi di attrito i due cursori
 mediante i quali il corpo scorre lungo l’asse, le uniche reazioni vincolari sono
 esplicate dai cursori e risultano normali all’asse z .Perciò il sistema delle equazioni cardinali si scrive:
 R (e,a) +Φ1 + Φ2 = 0
 M (e,a)Ω + Ω 1Ω 2 ∧ Φ2 = 0
 (ES.13)
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 z =
 Ω
 η
 ζ
 ϑ
 =
 ξ O
 z
 x
 y
 Figura ES. 5: corpo rigido scorrevole in configurazione ordinaria
 come nel caso del corpo rigido con un asse fisso, con la differenza che ora i
 punti Ω 1 (che è stato ancora scelto come polo di riduzione) e Ω 2 sono mobili
 rispetto all’osservatore. Proiettando il sistema sugli assi cartesiani otteniamo:
 R(e,a)x (ϑ , z , t) + Φ1x + Φ2x = 0
 R(e,a)y (ϑ , z , t) + Φ1y + Φ2y = 0
 R(e,a)z (ϑ , z , t) = 0
 M (e,a)x (ϑ , z , t) − Φ2y = 0
 M (e,a)y (ϑ , z , t) + Φ2x = 0
 M (e,a)z (ϑ , z , t) = 0
 (ES.14)
 Grazie al fatto che le reazioni vincolari sono normali all’asse z , per cui
 le loro componenti lungo quest’asse risultano nulle, abbiamo due equazioni
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 pure per l’equilibrio:
 R(e,a)z (ϑ , z , t) = 0, M (e,a)z (ϑ , z , t) = 0
 che coincidono con quelle che avevamo ottenuto con il principio dei lavori
 virtuali. Le rimanenti quattro equazioni determinano le quattro componenti
 incognite delle due reazioni vincolari. Il problema è allora staticamente
 determinato.
 configurazioni di confine
 Per le configurazioni di confine, il problema risulta staticamente
 determinato a condizione che si supponga che l’appoggio in corrispondenza
 del vincolo unilaterale, privo di attrito, avvenga in un solo punto di contatto
 Ω 3 ≡ O: in tal modo la reazione vincolare corrispondente Φ3 risulta parallela
 all’asse z :
 Φ3 = Φ3 c3, Φ3 = Φ3 × c3
 Il sistema delle equazioni cardinali si scrive in questo caso:
 R (e,a) +Φ1 + Φ2 + Φ3 = 0
 M (e,a)Ω + Ω 1Ω 2 ∧Φ2 = 0
 (ES.15)
 Notiamo che anche il momento della terza reazione vincolare risulta nullo,
 in quanto:
 Ω 1Ω 3 ∧Φ3 = 0
 essendo i due vettori paralleli tra loro, grazie al fatto che l’appoggio è privo
 di attrito.
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 η
 z = ζ=
 ξ
 x
 y
 Ωϑ
 F
 z = 0η
 Figura ES. 6: corpo rigido scorrevole in configurazione di confine
 In questo caso il sistema precedente, proiettato sugli assi fornisce:
 R(e,a)x (ϑ, 0, t) + Φ1x + Φ2x = 0
 R(e,a)y (ϑ, 0, t) + Φ1y + Φ2y = 0
 R(e,a)z (ϑ, 0, t) + Φ3 = 0
 M (e,a)x (ϑ, 0, t) − Φ2y = 0
 M (e,a)y (ϑ, 0, t) + Φ2x = 0
 M (e,a)z (ϑ, 0, t) = 0
 (ES.16)
 La condizione pura dell’equilibrio è data da:
 M (e,a)z (ϑ, 0, t) = 0
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 per l’unico parametro incognito ϑ, in quanto il valore di z al confine è fissato a
 0. Le rimanenti cinque equazioni determinano le cinque componenti incognite
 delle reazioni vincolari.
 Ma, mediante il principio del lavori virtuali, avevamo ottenuto in più la
 disuguaglianza:
 R(e,a)z ≤ 0
 Ora il vincolo unilaterale può realizzare solamente reazioni vincolari
 di pressione e non di trazione, in quanto il corpo è libero di distaccarsi
 dall’appoggio; di conseguenza:
 Φ3 ≥ 0
 e quindi risulta:
 R(e,a)z = −Φ3 ≤ 0
 Equilibrio di sistemi costituiti da più corpi rigidi
 Non ostante che le equazioni cardinali della statica siano condizioni
 sufficienti, per l’equilibrio, solo per un sistema rigido, esse si possono
 applicare, in modo opportuno, anche a sistemi che, pur non essendo rigidinel loro complesso, sono costituiti di corpi rigidi. Molti sistemi olonomi, pur
 non essendo rigidi sono scomponibili in sottosistemi rigidi.
 In questo caso si può affermare, in conseguenza della definizione di
 equilibrio data per un sistema di punti materiali, che l’intero sistema è in
 equilibrio quando ogni sua parte rigida è in equilibrio.
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 Poichè le equazioni cardinali sono condizioni sufficienti per l’equilibrio
 di un corpo rigido, si può imporre l’equilibrio dell’intero sistema scrivendo
 le equazioni cardinali per ogni sua parte rigida. Si ottiene in tal modo un
 sistema di condizioni di equilibrio per l’intero sistema meccanico costituito
 dalle equazioni cardinali relative ad ogni parte rigida.
 • Vale la pena fare un’osservazione che può risultare non poco utile dal
 punto di vista operativo. Molti sistemi meccanici sono costituiti da parti
 rigide e inoltre sono soggetti a vincoli lisci. Per questi sistemi possiamo
 fare uso sia delle equazioni cardinali, nel modo ora specificato, sia del
 principio dei lavori virtuali; entrambe le metodologie fornendo in questi casi
 delle condizioni necessarie e sufficienti per l’equilibrio. In genere risulta
 più semplice utilizzare il principio dei lavori virtuali per la determinazione
 delle configurazioni di equilibrio del sistema. Successivamente, qualora
 siano richieste anche le reazioni vincolari, conviene fare ricorso alle
 equazioni cardinali scrivendo solo quelle equazioni che sono necessarie
 per la determinazione delle reazioni, e tralasciando le equazioni pure per
 l’equilibrio, che è già stato determinato con il principio dei lavori virtuali.
 Questo metodo risulta particolarmente rapido quando, ai fini del calcolo delle
 reazioni vincolari vengono chiamate in causa solo le equazioni del risultantee non sono necessarie le equazioni del momento risultante.
 Corpo rigido appoggiato a un piano orizzontale liscio
 Esaminiamo ora il problema dell’equilibrio di un corpo rigido soggetto
 alla forza peso (ed eventualmente ad ulteriori forze di carico, cioè forze
 parallele e concordi con il peso), appoggiato a un piano orizzontale privo di
 attrito.
 Preliminarmente, anzitutto, analizziamo i sistemi delle forze in gioco:
 — le forze attive costituiscono un sistema di vettori applicati paralleli e
 concordi (forza peso ed eventuali forze di carico) e come tali sono riducibili
 al solo vettore risultante delle forze attive, che indichiamo con P applicato
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 al centro C delle forze attive, che, nel caso sia presente la sola forza peso,
 coincide con il baricentro del corpo.
 — Le reazioni vincolari, essendo il vincolo liscio e unilaterale,
 costituiscono un sistema di vettori paralleli e concordi, riducibili al solo
 vettore risultante delle reazioni vincolari che indichiamo con V , applicato
 nel centro delle reazioni vincolari C v.
 Notiamo che abbiamo applicato i teoremi di riducibilità e che questi, come
 è stato già osservato, non modificano l’equilibrio essendo il corpo rigido.
 Si definisce poi centro di pressione la proiezione C ∗ del centro delle forze
 attive, sul piano di appoggio.
 Insieme discreto di punti di appoggio
 Esaminiamo, per primo, il caso in cui l’insieme dei punti in cui il corpo
 si trova a contatto con il piano (punti di appoggio) costituisca un insieme
 discreto costituito da n punti:
 D = A1, A2, · · · , An
 ai quali sono applicate le reazioni vincolari:
 Φ1,Φ2, · · · ,Φn
 Per trattare il problema introduciamo la definizione di poligono diappoggio.
 Si definisce poligono di appoggio un poligono che ha le seguenti tre
 proprietà:
 i) i vertici del poligono sono tutti dei punti di appoggio;
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 ii) i punti di appoggio che non sono vertici si trovano non esternamente al
 poligono di appoggio;
 iii) il poligono è convesso.
 A A
 A
 AA
 A
 A
 A
 1 2
 3
 45
 6
 7
 8
 Figura ES. 7: poligono di appoggio
 Introdotto il poligono di appoggio si dimostra il seguente enunciato:
 Condizione necessaria e sufficiente affinchè un corpo rigido pesante
 appoggiato a un piano orizzontale, privo di attrito, sia in equilibrio
 è che il centro di pressione cada non esternamente al poligono di
 appoggio
 DIMOSTRAZIONE
 Abbiamo già esaminato i sistemi delle forze attive e delle reazioni
 vincolari, e abbiamo visto che ciascuno dei sistemi risulta riducibile a un solo
 vettore applicato nel rispettivo centro delle forze parallele.
 Inoltre le reazioni vincolari costituiscono un sistema di vettori paralleli e
 concordi, i cui punti di applicazione sono non esterni ad una curva convessa
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 (che nel nostro caso è il poligono di appoggio).
 Ma conosciamo una proprietà del centro dei vettori paralleli secondo
 cui: se i punti di applicazione di un sistema di vettori paralleli e concordi
 appartengono ad un piano e sono racchiudibili mediante una curva convessa,
 allora il centro cade non esternamente alla curva.
 Ne consegue che, nel problema che stiamo esaminando, il centro delle
 reazioni vincolari cade non esternamente al poligono di appoggio. Ora la
 condizione necessaria e sufficiente affinchè il corpo sia in equilibrio è fornitadalle equazioni cardinali della statica che nel nostro caso si scrivono:
 P + V = 0
 ΩC ∧ P + ΩC v ∧ V = 0(ES.17)
 Ma questo equivale a richiedere che i vettori applicati (C,P ) , (C v,V ),
 ai quali sono stati ridotti i sistemi delle forze, formino una coppia di braccio
 nullo. Ma affinchè i vettori formino una coppia di braccio nullo devono averein comune la retta d’azione e cioè C e C v devono trovarsi sulla stessa verticale,
 ovvero C v deve coincidere con la proiezione di C sul piano di appoggio,
 ovvero il centro di pressione C ∗ deve coincidere con il centro delle reazioni
 vincolari C v.
 Ora abbiamo visto che il centro delle reazioni vincolari non può cadere
 esternamente al poligono di appoggio: dunque affinchè ci sia l’equilibrio il
 centro di pressione deve cadere non esternamente al poligono di appoggio.
 In questo caso e solo in questo caso il vincolo non è impossibilitato ad
 esplicare le reazioni vincolari che realizzano l’equilibrio. Si assume allora
 che il vincolo sia capace di esplicare la reazione vincolare richiesta reagendoalla sollecitazione della forza attiva (vincolo teorico).
 Calcolo delle reazioni vincolari
 Per procedere al calcolo delle reazioni vincolari scriviamo le equazioni
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 cardinali per il nostro problema, assumendo che il corpo si trovi in equilibrio
 sul piano:
 P +n
 s=1
 Φs = 0
 ΩC ∗ ∧ P +n
 s=1
 ΩAs ∧ Φs = 0
 Proiettiamo le equazioni cardinali sugli assi di un riferimento cartesiano
 ortogonale la cui origine coincide con il polo di riduzione Ω , gli assi x, y
 appartengono al piano di appoggio e l’asse z , che risulta verticale, sia
 orientato verso l’alto, cioè in verso discorde con il vettore della forza peso
 P e quindi concorde con le reazioni vincolari.
 A
 AA
 A
 A1
 2
 3
 45
 A6
 A7
 Φ
 Φ Φ
 Φ
 Φ
 Φ
 Φ
 1
 7 2
 3
 4
 56
 C*
 Figura ES. 8: reazioni vincolari agli appoggi
 Rispetto al sistema così definito i vettori che ci interessano per il calcolo
 si rappresentano come:
 OAs ≡ (xs, ys, 0), OC ∗ ≡ (x∗, y∗, 0), Φs ≡ (0, 0, Φs), P ≡ (0, 0, −P )

Page 407
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 407/473
 406 A. Strumia, Meccanica razionale
 Proiettando si hanno in tutto tre equazioni, una per il risultante, che ha
 componente non nulla solo lungo l’asse z e due per il momento che, essendo
 normale ai vettori paralleli, ha componenti non nulle solo nel piano xy:
 ns=1 Φs − P = 0
 ns=1 ysΦs − y∗P = 0
 ns=1 xsΦs − x∗P = 0
 (ES.18)
 Abbiamo un sistema di tre equazioni nelle n incognite Φs. Il sistema
 risulta indeterminato quando n > 3, cioè nei casi di maggiore utilità pratica.
 Esaminiamo, anzitutto, i casi in cui il problema risulta determinato.
 caso n = 1
 Se si ha un solo appoggio, l’unica reazione vincolare all’equilibrio èapplicata nel centro di pressione, per cui le tre equazioni cardinali si scrivono:
 Φ − P = 0
 y∗(Φ − P ) = 0
 x∗(Φ − P ) = 0
 (ES.19)
 La sola equazione linearmente indipendente esprime la condizione diequilibrio del punto di appoggio.
 caso n = 2
 Le equazioni cardinali si scrivono:
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 Φ1 + Φ2 − P = 0
 y1Φ1 + y2Φ2 − y∗P = 0
 x1Φ1 + x2Φ2 − x∗P = 0
 (ES.20)
 In questo caso una delle tre equazioni, all’equilibrio, risulta linearmente
 dipendente dalle altre due, in quanto il centro di pressione deve trovarsi nonesternamente al poligono di appoggio, che si riduce al segmento congiungente
 i due punti di appoggio. Allora A1, A2, C ∗ appartengono ad una stessa retta,
 cioè le loro coordinate soddisfano ad un’equazione lineare del tipo:
 y = m x + q
 Per cui possiamo riscrivere la seconda equazione come:
 m (x1Φ1 + x2Φ2 − x∗P ) + q (Φ1 + Φ2 − P ) = 0
 che è una combinazione lineare delle altre due. Le reazioni vincolari sono
 date dalla risoluzione del sistema delle due equazioni indipendenti:
 Φ1 = x∗ − x2
 x1 − x2P, Φ2 = −
 x∗ − x1
 x1 − x2P
 Evidentemente i due casi esaminati non sono di interesse pratico data l’
 instabilità dell’equilibrio di un corpo su uno o due appoggi.
 caso n = 3
 Il caso di un corpo con tre appoggi conduce al sistema delle equazioni
 cardinali seguente:
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 Φ1 + Φ2 + Φ3 = P
 x1Φ1 + x2Φ2 + x3Φ3 = x∗P
 y1Φ1 + y2Φ2 + y3Φ3 = y∗P
 (ES.21)
 Questo rappresenta un sistema lineare non omogeneo, supposto P = 0, di
 tre equazioni nelle tre incognite Φ1, Φ2, Φ3. Il determinante dei coefficienti è
 dato da:
 ∆ =
 1 1 1
 x1 x2 x3
 y1 y2 y3
 = 2S
 dove si è indicata con S l’area del triangolo di vertici A1, A2, A3.
 Notiamo che se ∆ = 0 i tre punti di appoggio risultano allineati, in
 quanto le loro coordinate risultano linearmente dipendenti e quindi i punti
 appartengono ad una stessa retta. In questo caso affinchè ci sia equilibrio, il
 centro di pressione che deve trovarsi non esterno al poligono di appoggio, che
 è un segmento, risulta anch’esso allineato con i punti di appoggio. Il problema
 risulta staticamente indeterminato in quanto le tre equazioni sono linearmente
 dipendenti. Se invece ∆ = 0 il sistema di Cramer ammette una soluzione
 unica. Indicando i determinanti delle incognite con:
 ∆1 =
 1 1 1
 x∗ x2 x3
 y∗ y2 y3
 P, ∆2 =
 1 1 1
 x1 x∗ x3
 y1 y∗ y3
 P, ∆3 =
 1 1 1
 x1 x2 x∗
 y1 y2 y∗
 P
 risulta:
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 ∆1 = 2S 1 P, ∆2 = 2S 2 P, ∆3 = 2S 3 P
 dove S 1, S 2, S 3 sono le aree dei triangoli di cui un vertice è il centro di
 pressione e gli altri due vertici sono i punti di applicazione delle reazioni
 vincolari con esclusione di quella che si sta calcolando. Si ottiene allora:
 Φ1 =
 S 1
 S P, Φ2 =
 S 2
 S P, Φ3 =
 S 3
 S P
 Si vede allora che la reazione vincolare ha intensità tanto minore quanto
 più il suo punto di applicazione è lontano dal centro di pressione. Inoltre se
 il centro di pressione coincide con il baricentro geometrico del triangolo, per
 cui le tre aree S 1, S 2, S 3 sono uguali, le tre reazioni vincolari risultano uguali
 e il carico è quindi distribuito uniformemente sui tre appoggi.
 A
 A
 A1
 2
 3
 C *
 Φ ΦΦ12
 3
 Figura ES. 9: triangolo di appoggio
 caso n > 3
 Il caso con più di tre appoggi, che è quello più interessante dal punto
 di vista pratico, risulta staticamente indeterminato. Ciò significa che per
 risolverlo non bastano le sole equazioni cardinali della statica, ma occorre
 qualche ulteriore informazione sulla natura dei vincoli, che dobbiamo trarre
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 da considerazioni fisiche sul problema. In altri termini lo schema corpo
 rigido-appoggio rigido non è sufficiente a descrivere il fenomeno. Procediamo
 alle seguenti considerazioni che ci conducono a delle ipotesi aggiuntive, in
 vista della risoluzione del problema.
 L’esperienza mostra, infatti, che il suolo, quando è sottoposto al carico
 di un corpo, tende ad abbassarsi cedendo per realizzare l’equilibrio. Sembra
 ragionevole, perciò fare l’ipotesi di una cedevolezza lineare del terreno in
 funzione dell’entità della reazione vincolare che in un dato punto di appoggio
 deve essere esplicata. In prima approssimazione il suolo può essere supposto
 elastico e l’ elasticità del suolo rappresentata come una funzione lineare, in
 accordo con la legge di Hooke. Ne consegue la:
 • prima ipotesi: si può scrivere il legame tra la generica reazione vincolare
 e l’abbassamento del punto di applicazione:
 Φs = −k2z s (ES.22)
 essendo k2 la costante elastica del terreno che viene supposta uguale su tuttala superficie del poligono di appoggio e z s la quota del punto di appoggio As
 dopo l’abbassamento del suolo.
 L’abbassamento del suolo può considerarsi piccolo rispetto a tutte le altre
 lunghezze che entrano in gioco nel problema, per cui è accettabile assumere
 che:
 • seconda ipotesi: dopo il cedimento il poligono di appoggio si trova
 ancora ad appartenere ad un piano, in quanto l’appoggio avviene sugli stessi
 punti del corpo, che essendo rigido, stanno ancora su un piano.
 Sotto queste ipotesi ulteriori il problema della determinazione del-
 le reazioni vincolari viene ricondotto a quello della determinazione
 dell’equazione del piano di appoggio dopo il cedimento.
 L’equazione di tale piano è un’equazione lineare che, per comodità,
 scriviamo nella forma esplicita rispetto a z :
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 z = a x + b y + c (ES.23)
 Tenendo conto della seconda ipotesi, dopo l’abbassamento del suolo, tutti
 i punti di appoggio devono appartenere al piano, e quindi le loro coordinate
 devono soddisfare l’equazione (ES.23):
 z s = a xs + b ys + c
 Di conseguenza, grazie alla prima ipotesi, le reazioni vincolari risultano
 legate ai coefficienti che caratterizzano il piano e alle coordiniate dei punti sul
 piano di appoggio:
 Φs = −k2(a xs + b ys + c) (ES.24)
 Il problema è stato così ricondotto alle tre incognite a, b, c e quindi le tre
 equazioni cardinali sono sufficienti a determinarlo. Sostituendo le (ES.24) nel
 sistema (ES.18) otteniamo il sistema risolutivo che scriviamo:
 k2n xG a + k2n yG b + k2n c + P = 0
 k2C a + k2A b + k2n yG c + y∗P = 0
 k2B a + k2C b + k2n xG c + x∗P = 0
 (ES.25)
 dove sono state introdotte le seguenti notazioni di comodo:
 xG = 1
 n
 ns=1
 xs, yG = 1
 n
 ns=1
 ys
 A =n
 s=1
 y2s , B =
 ns=1
 x2s, C =
 ns=1
 xsys
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 Notiamo che, anche se il problema che stiamo trattando non ha a che
 fare con i baricentri e con i momenti d’inerzia, tuttavia da un punto di
 vista puramente formale, le quantità xG, yG hanno le stesse espressioni che
 avrebbero le coordinate del baricentro di n masse unitarie calcolate nei punti
 di appoggio; e le quantità A, B , C uguagliano i momenti d’inerzia relativi
 agli assi x e y e il momento di deviazione della stessa distribuzione di masse
 fittizie. Questa osservazione ci permette una notevole semplificazione del
 sistema (ES.25) qualora scegliamo l’origine del sistema di assi cartesiani nel
 baricentro delle masse fittizie, ottenendo in tal modo:
 xG = 0, yG = 0
 e la direzione degli assi x, y in modo che risultino assi principali d’inerzia,
 ottenendo così:
 C = 0
 Con questa scelta del sistema di assi le equazioni del sistema risolutivo(ES.25) si riducono alle seguenti:
 k2n c + P = 0
 k2A b + y∗P = 0
 k2B a + x∗P = 0
 (ES.26)
 Risolvendo otteniamo le tre incognite:
 a = − x∗P
 k2B , b = −
 y∗P
 k2A , c = −
 P
 k2n
 Espressioni che sostituite nella (ES.24) determinano completamente tutte
 le reazioni vincolari:
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 Φs =
 xs x∗
 B +
 ys y∗
 A +
 1
 n
 P (ES.27)
 • Notiamo come, grazie alla dipendenza lineare, da z , delle reazioni
 vincolari, la costante elastica del terreno scompaia dall’espressione finale
 delle reazioni vincolari.
 • Inoltre va tenuto presente che le espressioni ottenute sono valide rispetto
 al sistema di assi cartesiani che abbiamo scelto; con una scelta diversa le
 espressioni risultano molto più complicate.
 • Se il centro di pressione coincide con l’origine degli assi, cioè con
 il baricentro delle masse unitarie (ovvero con il baricentro geometrico del
 poligono di appoggio) le reazioni vincolari risultano tutte uguali e valgono1n
 P .
 Dal punto di vista operativo va osservato che, nel corso del calcolo
 delle reazioni vincolari, può accadere che qualche reazione risulti nulla o
 negativa. Se la reazione è nulla ciò significa che il corpo non appoggia in quel
 punto, in quanto il vincolo non riceve alcuna sollecitazione in base alla quale
 reagire: si tratta di un punto di distacco, che deve essere escluso dal poligono
 di appoggio. Se la reazione risulta essere negativa è come se il vincolo
 dovesse esercitare una reazione vincolare in verso opposto a quella che può
 effettivamente esplicare: il corpo anzichè appoggiare in quel punto dovrebbe
 essere sottoposto a trazione per rimanere in equilibrio. Anche questo caso
 va escluso in quanto non vi è appoggio in quel punto. Eliminati, dunque i
 punti in cui non vi è appoggio si costruisce il nuovo poligono di appoggio e
 si procede al calcolo delle reazioni vincolari fino a che tutte risultano essere
 positive.
 Insieme continuo di punti di appoggio
 Esaminiamo ora l’estensione al caso in cui l’insieme dei punti di appoggio
 costituisca un insieme continuo D ⊂ R2. Nel caso del continuo anche
 le reazioni vincolari non costituiscono più un insieme discreto, ma devono
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 essere rappresentate mediante una legge di distribuzione differenziale. Per
 cui ad ogni elemento della superficie di appoggio dS viene associato un
 contributo infinitesimo di reazione vincolare:
 dΦ = π dS
 La funzione:
 π = dΦ
 dS
 può essere integrata su una porzione finita S della superficie a cui il corpo
 è appoggiato, ottenendo la reazione vincolare risultante esercitata da quella
 porzione di piano di appoggio:
 Φ = S
 π dS
 La funzione π ha le dimensioni di una forza per unità di superficie, cioè di
 una pressione e viene a rappresentare la pressione vincolare, cioè la pressione
 che il vincolo deve esercitare sul corpo, nei punti della superficie di appoggio,
 per mantenerlo in equilibrio ed è opposta alla pressione che il corpo esercita
 sul vincolo nello stesso punto.
 Per trattare il problema dobbiamo generalizzare al caso continuo la
 definizione di poligono di appoggio. Avremo questa volta un’area di
 appoggio.
 Si definisce area di appoggio un dominio D ⊂ R2 che ha le seguenti treproprietà:
 i) i punti della frontiera di D sono tutti dei punti di appoggio;
 ii) i punti di appoggio che non sono punti di frontiera si trovano non
 esternamente a D;
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 iii) il dominio D è convesso.
 Osserviamo che come conseguenza della convessità di D esso risulta
 anche semplicemente connesso. Evidentemente la dimostrazione della
 condizione necessaria e sufficiente per l’equilibrio del corpo rimane identica
 a quella svolta per il caso discreto.
 Ai fini della determinazione della pressione vincolare, in funzione delle
 coordinate del punto di appoggio, occorre fare sempre le ipotesi relative alla
 cedevolezza del suolo, in quanto il numero di appoggi risulta sempre infinito.
 Denotando:
 π = πc3, π = π × c3
 le equazioni cardinali della statica si scrivono:
 D
 π dS + P = 0
 D
 ΩA ∧ π dS + ΩC ∗ ∧P = 0
 essendo A il generico punto di appoggio. Queste, proiettate sugli assi
 cartesiani, si riconducono, mediante la legge di elasticità lineare:
 π = −κ2z
 al sistema:
 κ2S xG a + κ2S yG b + κ2S c + P = 0
 κ2C a + κ2A b + κ2S yG c + y∗P = 0
 κ2B a + κ2C b + κ2S xG c + x∗P = 0
 (ES.28)
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 dove:
 xG = 1
 S
 D
 x dS, yG = 1
 S
 D
 y dS, S = D
 dS
 A = D
 y2 dS, B = D
 x2 dS, C = D
 xy dS
 nello stesso modo del caso discreto. In luogo del sistema discreto di masse
 unitarie si sceglie qui una distribuzione fittizia di materia di densità unitaria
 e si giunge, seguendo la stessa procedura esaminata per il caso discreto, a
 determinare la pressione vincolare in funzione delle coordinate del punto di
 appoggio:
 π(x, y) =
 x x∗
 B +
 y y∗
 A +
 1
 S
 P (ES.29)
 Equilibrio di un tavolo
 Come esempio di equilibrio di un corpo rigido pesante appoggiato a un
 piano orizzontale liscio, consideriamo un tavolo rettangolare con quattro punti
 di appoggio, di lati 2a e 2b.
 In questo caso n = 4; il poligono di appoggio è costituito dal rettangolo i
 cui vertici sono i quattro punti di appoggio. Inoltre è immediato identificare il
 sistema di riferimento con l’origine nel baricentro delle masse unitarie fittiziee gli assi x, y coincidenti con gli assi principali d’inerzia, come rappresentato
 in fig. (ES. 10). Le reazioni vincolari sono date allora da:
 Φ1 = 1
 4
 x∗
 a +
 y∗
 b + 1
 P, Φ2 =
 1
 4
 −
 x∗
 a +
 y∗
 b + 1
 P
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 C
 C
 *
 Figura ES. 10: equilibrio di un tavolo
 Φ3 = 1
 4
 −
 x∗
 a −
 y∗
 b + 1
 P, Φ4 =
 1
 4
 x∗
 a −
 y∗
 b + 1
 P
 Osserviamo che il confine a partire dal quale le reazioni si annullano per
 poi cambiare segno, cioè a partire dal quale avviene il distacco nei rispettivi
 punti di appoggio, è dato dall’intersezione del poligono di appoggio con le
 rette di equazioni rispettive:
 x∗
 a +
 y∗
 b + 1 = 0, distacco in A1
 −x∗
 a +
 y∗
 b + 1 = 0, distacco in A2
 −x∗
 a −
 y∗
 b + 1 = 0, distacco in A3
 x∗
 a −
 y∗
 b + 1 = 0, distacco in A4
 Si può allora identificare l’area di completo appoggio come il luogo dei
 punti che, assunti come centri di pressione, comportano reazioni vincolari
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 tutte positive. Nel caso in esame quest’area è rappresentata dal rombo
 ombreggiato nella fig. (ES. 11).
 O x
 y
 (a,b)(-a,b)
 (-a,-b)(a,-b)
 C
 *
 Figura ES. 11: area di completo appoggio del tavolo
 Equilibrio della scala
 A conclusione del capitolo esaminiamo un problema di equilibrio in cui
 la presenza dell’attrito è indispensabile perchè si realizzino configurazioni
 di equilibrio significative dal punto di vista pratico: si tratta del problema
 dell’equilibrio della scala. Schematizziamo la scala come un corpo rigido
 soggetto alla forza peso, in modo da fare uso delle equazioni cardinali della
 statica come condizioni necessarie e sufficienti per l’equilibrio, e supponiamo
 che il pavimento e la parete su cui la scala viene appoggiata siano dotati di
 attrito, con coefficienti che possono risultare anche diversi per le due superfici.
 Nei punti di appoggio sono applicate le reazioni vincolari. Sotto le ipotesi che:
 — la scala sia omogenea;
 — il carico sia simmetrico rispetto all’asse della scala;
 — le superfici di appoggio siano omogenee
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 il problema presenta una simmetria rispetto all’asse longitudinale della scala.
 In tale situazione le reazioni vincolari e il carico si possono ridurre a sistemi
 di forze applicate sull’asse, e il problema da tridimensionale si riconduce a un
 problema bidimensionale.
 Affinchè il vincolo non sia impossibilitato a realizzare l’equilibrio occorre
 e basta che la retta d’azione del risultante delle forze attive abbia punti comuni
 con l’intersezione degli angoli d’attrito (intersezione tra i coni d’attrito e il
 piano di simmetria della scala) relativi al pavimento e alla parete. In tal
 modo il vincolo non è impossibilitato ad esplicare un risultante delle reazioni
 vincolari che formi una coppia di braccio nullo con il risultante delle forze
 attive. In generale il problema è staticamente indeterminato, perchè esiste un
 intero segmento di punti di intersezione. Nel caso in cui la parete sia priva
 di attrito si ha invece un solo punto di intersezione possibile. Notiamo che
 è indispensabile che il pavimento sia dotato di attrito, altrimenti la scala può
 stare in equilibrio solo verticalmente appoggiata al muro o orizzontalmente
 distesa sul pavimento, posizioni ovviamente di nessuna utilità pratica.
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 Equilibrio delle travi
 Una categoria di sistemi di punti materiali continui di particolare interesse
 è costituita dalle travi e dai fili.
 Comunemente si definisce trave un solido tubolare in cui una dimensione
 lineare prevale su tutte le altre. Geometricamente una trave può essere
 generata facendo scorrere una figura piana (sezione della trave), con il suo
 baricentro, lungo una curva assegnata, che prende il nome di direttrice della
 trave, in modo da mantenersi punto per punto normale ad essa.
 + – – – –
 – – – – – – – – –
 +++
 +++++++++
 C
 s
 Figura TF. 1: trave
 Di una trave è generalmente utile, come si comprende, lo studio della
 statica. Per lo studio dell’equilibrio di una trave si fa uso delle equazioni
 cardinali della statica che servono a determinare le reazioni vincolari agliappoggi o agli incastri, e gli sforzi e i momenti ai quali la struttura della trave
 viene sottoposta in conseguenza del suo peso e di eventuali carichi esterni.
 Se la trave in esame è un continuo deformabile, supposto l’equilibrio, si
 utilizzano le equazioni cardinali della statica come condizioni necessarie per
 l’equilibrio e da esse si cerca di ottenere le reazioni vincolari e le informazioni
 sugli sforzi e i momenti. Se la trave si può pensare come un corpo rigido,
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 allora le equazioni cardinali saranno anche sufficienti a garantire l’equilibrio.
 Bisognerà supporre rigida, comunque, almeno la sezione σ che genera la trave
 muovendosi lungo la direttrice, perchè ad essa si devono applicare i teoremi
 di riducibilità senza che ne venga alterato l’equilibrio della trave.
 Considerata una sezione generica σ si definisce pagina positiva della
 sezione quella rivolta verso le ascisse crescenti e pagina negativa quella
 rivolta verso le ascisse decrescenti.
 Classificazione delle forze
 Fissata un’ascissa curvilinea s sulla direttrice, si dà la seguente
 classificazione delle forze agenti sulla trave:
 — forze esterne
 Le forze esterne agenti sulla trave possono essere di due tipi:
 i) forze concentrate o forze di carico le quali sono forze applicate in un
 numero finito di punti interni alla trave; queste si tabulano con un indice nel
 modo seguente:
 F 1,F 2, · · · ,F n
 e si assume che la loro retta d’azione passi per la direttrice, in modo che,
 mediante un’operazione elementare di scorrimento possono essere portate ad
 essere applicate a punti della direttrice.
 ii) forze distribuite, cioè forze applicate ad ogni elemento infinitesimo ditrave, come ad esempio il peso; queste si descrivono assegnando una legge di
 distribuzione differenziale del tipo:
 F (s) = f (s) ds
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 e si intendono applicate con continuità ai baricentri delle sezioni, cioè ai punti
 della direttrice.
 F f (s) d si
 ds
 Figura TF. 2: forze esterne applicate ad una trave
 — forze interne
 Le forze interne ad una trave sono rappresentate dalle forze di interazione
 tra le particelle, che nascono in opposizione alle sollecitazioni esterne, per
 realizzare l’equilibrio della trave, e si chiamano forze di contatto. Esse sono
 applicate a tutti i punti di una generica sezione σ .
 Applicando ad esse i teoremi di riducibilità, che non alterano l’equilibrio,
 in forza dell’ipotesi di rigidità della sezione, il sistema di vettori applicati
 costituito dalle forze interne, si può ridurre ad un vettore risultante, relativo
 alla sezione σ , che denotiamo con R σ e che prende il nome di sforzo, e ad
 una coppia di momento risultante M σ. Il momento risultante si intende, per
 definizione calcolato rispetto al polo C , baricentro della sezione σ che si sta
 considerando.
 Per il principio di azione e reazione lo sforzo e il momento che le particelle
 affacciate sulla pagina negativa di una sezione esercitano sulle particelle
 affacciate sulla pagina positiva, risultano rispettivamente uguali ed opposti
 allo sforzo e al momento esercitati dalle particelle affacciate sulla pagina
 positiva nei confronti delle particelle affacciate sulla pagina negativa.
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 • Convenzione sui segni. Si conviene di apporre un segno positivo davanti
 agli sforzi e ai momenti esercitati dalla pagina negativa verso quella positiva
 e un segno negativo agli sforzi e ai momenti esercitati in senso opposto.
 In questo modo il sistema di tutte le forze applicate alla trave viene ridotto,
 mediante operazioni elementari, ad un sistema di forze equivalente, applicate
 ai punti della direttrice. L’equilibrio della trave è così ricondotto all’equilibrio
 della direttrice.
 σ
 M
 R
 C
 σ
 σ
 Figura TF. 3: riduzione delle forze interne ad una trave
 Per completare la nomenclatura si definisce poi:
 — sforzo normale la componente di R σ lungo la normale alla sezione
 σ ;
 — sforzo di taglio la componente di R σ sul piano della sezione σ ;
 — momento torcente la componente diM σ lungo la normale alla sezione
 σ ;
 — momento flettente la componente di M σ sul piano della sezione σ .
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 RM
 R
 R
 M
 Mtaglio
 normale torcente
 flettente
 σ
 σ
 C C
 Figura TF. 4: decomposizione dello sforzo e del momento
 Equazioni delle travi in forma integrale
 Quando si studia l’equilibrio delle travi, generalmente interessa
 conoscere, oltre alle reazioni vincolari agli appoggi, anche gli sforzi e i
 momenti a cui la trave viene sottoposta a causa delle sollecitazioni esterne.
 Ma le equazioni cardinali della statica contengono solamente le forze esterne,
 mentre gli sforzi e i momenti sono originati dalle forze interne di mutuainterazione. Per mettere in evidenza queste sollecitazioni interne bisogna
 scrivere le equazioni cardinali per un sottosistema che le vede come esterne,
 cioè per un tratto di trave compreso fra due generiche sezioni σ e σ, anzichè
 per la trave intera. In tal modo gli sforzi e i momenti, che le parti della
 trave escluse dal tratto considerato esercitano sul tratto esaminato, risultano
 sollecitazioni esterne rispetto a quel tratto.
 Vediamo ora come specializzare le equazioni cardinali della statica:
 R (e) = 0
 M (e)Ω = 0
 all’equilibrio di un tratto di trave, facendo uso delle notazioni e delle
 convenzioni appena introdotte.
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 R – R
 M – MF
 F
 f (s) ds
 CC'
 σσ
 σσ '
 '1
 2
 σ σ'
 Figura TF. 5: tratto di trave compreso tra due sezioni generiche
 Il vettore risultante delle forze esterne comprende tre contributi:
 R (e) = R carico + R distirib. + R contatto
 Il risultante delle forze di carico presenti nel tratto di trave considerato:
 R carico =
 i
 F i
 dove la sommatoria si intende estesa alle forze i cui punti di applicazione si
 trovano inclusi nel tratto di trave compreso tra le due sezioni σ e σ .
 Il risultante delle forze distribuite si ottiene integrando la legge di
 distribuzione tra gli estremi s ed s corrispondenti alle ascisse curvilinee
 delle sezioni σ e σ :
 R distrib. = s
 sf (s) ds
 Infine il risultante delle forze di contatto esterne al tratto di trave esaminato
 comprende i contributi dovuti alle interazioni delle particelle delle pagine
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 adiacenti alle sezioni estreme della trave, con anteposti i segni loro dovuti
 in forza della convenzione sui segni che abbiamo fatto:
 R = R σ −R σ
 Otteniamo allora la seguente specializzazione dell’equazione del
 risultante:
 R σ −R σ + s
 sf (s) ds +
 i
 F i = 0 (TF.1)
 Per specializzare l’equazione dei momenti si procede in maniera analoga,
 facendo attenzione, in questo caso, che tutti i momenti vanno calcolati rispetto
 allo stesso polo. Di solito si conviene di scegliere come polo il baricentro C
 della sezione iniziale del tratto di trave esaminato, cioè della sezione estrema
 la cui ascissa curvilinea è minore. Allora il momento risultante si compone
 dei tre contributi:
 M (e) = M carico + M distirib. + M contatto
 Il momento delle forze di carico i cui punti di applicazione si trovano
 compresi nel tratto di trave considerato, che vale:
 M carico = i
 CC i
 ∧F i
 essendo C i il baricentro della sezione σi al quale è applicata la forza di carico
 F i.
 Il momento delle forze distribuite, dato dall’integrale dei momenti
 elementari, nel tratto di trave in questione:
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 prendono il nome di equazioni di equilibrio delle travi in forma integrale.
 Condizioni al contorno
 Il sistema delle equazioni delle travi, come è stato scritto, di per sè è
 staticamente indeterminato, in quanto supposte note le forze di carico e le
 forze distribuite, le forze di contatto sono generalmente incognite. Il problema
 possiede, nel caso più generale sei equazioni, per le dodici incognite date dallecomponenti dei vettori degli sforzi e dei momenti.
 Per poter determinate il problema bisogna conoscere un numero
 sufficiente di informazioni sulle forze di contatto in una o più sezioni della
 trave. Generalmente è possibile avere delle informazioni sulle sezioni agli
 estremi della trave in cui sono presenti dei vincoli (appoggi, incastri, ecc.) o
 dei carichi assegnati. Le informazioni assegnate su queste sezioni vengono
 dette condizioni al contorno. Se per esempio è possibile conoscere sia il
 risultante che il momento risultante su una sezione al contorno, si scrivono
 le equazioni delle travi per un tratto di trave compreso tra la sezione per la
 quale si danno le condizioni al contorno e una sezione generica. Restano così
 solamente sei incognite che si possono determinare mediante le sei equazioni.
 • Osserviamo che la presenza di forze di carico rende discontinuo lo
 sforzo rispetto alla variabile s nei punti di applicazione di tali forze, mentre
 il momento risultante non viene reso discontinuo dalla presenza di forze di
 carico.
 Per rendercene conto consideriamo un tratto di trave compreso tra due
 sezioni di ascisse curvilinee rispettive s ed s , che includono il punto
 di applicazione C 0
 di ascissa curvilinea s0 , di una sola forza di carico
 F . Applicando il teorema della media agli integrali delle forze distribuite,
 possiamo scrivere le equazioni delle travi, per questo tratto di trave, nella
 forma:
 R σ −R σ + f (s∗)(s − s) + F = 0
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 M σ −M σ − CC ∧R σ + CC ∗∗ ∧ f (s∗∗) + CC 0 ∧ F = 0
 essendo s∗ e s∗∗ valori di s tali che:
 s
 s f (s) ds = f (s∗
 )(s
 −s), s
 s C C ∧f (s) ds = C C ∗∗
 ∧f (s∗∗
 )(s
 −s)
 Facendo tendere s ad s0− e s ad s0+ otteniamo che la discontinuità del
 risultante nel punto C 0 è uguale alla forza di carico:
 R σ0+ −R σ0− = F
 dove evidentemente:
 R σ0± = lims→s0±
 R σ
 Mentre per i momenti si ottiene una discontinuità nulla e quindi la
 funzioneM σ risulta continua rispetto ad s .
 Esempi
 Vediamo due problemi tipici di statica delle travi piane: il primo è dato dalproblema della trave incastrata ad un estremo e soggetta ad un carico all’altro
 estremo, mentre il secondo è dato dall’equilibrio di una trave appoggiata ai
 suoi estremi, con una forza di carico in un punto intermedio.
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 Trave incastrata a un estremo
 Consideriamo una trave rettilinea e omogenea di massa m e lunghezza
 disposta orizzontalmente, incastrata all’estremo O e caricata all’estremo A,
 mediante un peso concentrato P . La trave è inoltre soggetta al proprio peso.
 y
 x
 m g
 G AO
 M inc –P
 Figura TF. 6: trave incastrata a un estremo con carico al contorno
 Determiniamo: i) la reazione vincolare Φ, all’incastro e il momento
 M inc. che l’incastro deve realizzare per mantenere in equilibrio la trave; ii)
 l’andamento dello sforzo e del momento delle forze di contatto al variare della
 sezione considerata lungo la trave. E’ utile scegliere un sistema cartesiano,
 come in fig. (TF. 6) e identificare l’ascissa curvilinea s con l’ascissa
 cartesiana x .
 i) reazione vincolare e momento all’incastro
 Le condizioni al contorno si scrivono nel modo seguente:
 R O = Φ, M O = M inc., R A = −P , M A = 0
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 avendo indicato con R O lo sforzo relativo alla sezione iniziale, di centro O,
 che è uguale alla reazione vincolare incognita; con M O il momento relativo
 alla stessa sezione, che uguaglia il momento incognito che l’incastro deve
 realizzare per mantenere in equilibrio la trave; con R A lo sforzo relativo alla
 sezione estrema di centro A che uguaglia, a meno del segno introdotto sulla
 base della convenzione fatta, il carico concentrato P ; con M A il momento
 relativo alla stessa sezione, che è nullo, in quanto non vengono applicati
 momenti al contorno, ma solamente una forza P , la quale ha momento nullo
 rispetto al centro della sezione alla quale viene applicata. La forza distribuitaè la forza peso e la sua legge di distribuzione è caratterizzata dalla densità
 costante:
 f (x) = mg
 Per determinare la reazione vincolare e il momento all’incastro si scrivono
 le equazioni delle travi per l’intera trave:
 Φ+ P +
 0
 mg
 dx = 0
 M inc. + OA ∧P +
 0OC ∧ mg
 dx = 0
 Da queste si ottiene immediatamente:
 Φ+ P + mg = 0
 M inc. + OA ∧P + OG ∧ mg = 0
 dove G è il baricentro della trave. Infatti basta tenere conto del fatto che:
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 0OC ∧ mg
 dx =
 0
 m
 OC dx
 ∧ g = m OG ∧ g
 Rappresentando i vettori sugli assi cartesiani abbiamo:
 g = −g c2, P = −P c2, OA = c1, OG = 1
 2 c1
 Φ = Φx c1 + Φy c2, M inc. = M inc. c3
 Si ricava quindi:
 Φx = 0, Φy = mg + P, M inc. =
 1
 2 mg + P
 ii) andamento dello sforzo e del momento
 Per determinare l’andamento dello sforzo e del momento al variare della
 sezione, cioè dell’ascissa x , lungo la trave, si scrivono le equazioni della
 trave per un tratto compreso tra una sezione estrema e una sezione generica
 σ di ascissa x . Per esempio consideriamo il tratto compreso tra la sezione
 generica e la sezione di centro A; abbiamo:
 R σ + P +
 x
 mg
 dx = 0
 M σ + OA ∧P +
 xOC ∧ mg
 dx = 0
 Da queste ricaviamo:
 R σ = −P − mg
 ( − x)
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 M σ =
 P ( − x) + m g
 2 ( − x)2
 c3
 Notiamo che lo sforzo è interamente di taglio, e il momento è solo
 flettente. Introdotte, allora, le rappresentazioni:
 R σ = R(x) c2, M σ = M (x) c3
 si hanno le funzioni che descrivono l’andamento dello sforzo e del momento:
 R(x) = mg
 ( − x) + P
 M (x) = m g
 2 ( − x)2 + P ( − x)
 Lo sforzo ha un andamento rettilineo, mentre il momento un andamento
 parabolico. Notiamo anche che, essendo assenti forze di carico interne allatrave, il risultante è una funzione continua.
 O
 y
 x
 R(x)
 M(x)
 L
 P
 Figura TF. 7: andamento dello sforzo e del momento in una trave incastrata
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 Trave appoggiata agli estremi
 Consideriamo ora una trave rettilinea e omogenea di massa m e lunghezza
 disposta orizzontalmente, appoggiata ad entrambi gli estremi e caricata in
 un punto interno Q, mediante una forza concentrata verticale F . La trave è
 inoltre soggetta al proprio peso.
 m g
 F
 QG
 O A
 Φ ΦO A
 x
 y
 Figura TF. 8: trave appoggiata agli estremi con un carico concentrato
 Ricerchiamo: i) le reazioni vincolari agli appoggi ΦO e ΦA; ii)
 l’andamento dello sforzo e del momento delle forze di contatto al variare della
 sezione considerata lungo la trave. E’ utile scegliere anche in questo caso il
 sistema cartesiano, come in fig. (TF. 8) e identificare l’ascissa curvilinea s
 con l’ascissa cartesiana x .
 i) reazioni vincolari agli appoggi
 Le condizioni al contorno si scrivono ora nel modo seguente:
 R O = ΦO, M O = 0 R A = −ΦA, M A = 0
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 Gli appoggi vengono considerati cerniere puntiformi, che sono in grado
 di esplicare delle reazioni vincolari, ma non dei momenti, a differenza degli
 incastri.
 Per determinare le reazioni vincolari, come nel caso precedente, si
 scrivono le equazioni di equilibrio per l’intera trave:
 ΦO + ΦA +
 0
 mg
 dx + F = 0
 OA ∧ΦA +
 0OC ∧ mg
 dx + OQ ∧ F = 0
 Indicando con a l’ascissa del punto di applicazione Q della forza di
 carico, e sviluppando otteniamo il sistema:
 ΦO x + ΦA x = 0
 ΦO y + ΦA y
 −mg
 −F = 0
 ΦAy − 12
 mg − a F = 0
 che risulta in genere staticamente indeterminato, in quanto contiene quattro
 incognite mentre le equazioni sono soltanto tre. Si riescono a determinare
 solamente le componenti y delle reazioni vincolari. Per determinare
 completamente il sistema occorre fare qualche ipotesi sui vincoli, per
 esempio, assumere che uno dei due appoggi, poniamo O sia costituito,
 anzichè da una cerniera puntiforme, da una piccola superficie piana priva di
 attrito, disposta orizzontalmente, in modo che la reazione vincolare in quel
 punto, sia normale alla superficie di appoggio, e quindi:
 ΦO x = 0
 Questo comporta nel sistema precedente la possibilità di determinare le
 incognite, ottenendo:
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 ΦA x = 0
 ΦO y = 12
 mg + −a
 F
 ΦA y = 12
 mg + a F
 ii) andamento dello sforzo e del momento
 Per determinare l’andamento dello sforzo e del momento delle forze di
 contatto, in questo caso, scriviamo le equazioni di equilibrio per un tratto di
 trave compreso tra la sezione di centro O e una sezione generica σ , di ascissa
 x :
 ΦO −R σ + x
 0
 mg
 dx + H (a)F = 0
 −M σ − OC ∧R σ + x
 0 O ˆC ∧
 mg
 dx + H (a) OQ ∧ F = 0
 dove abbiamo fatto uso della funzione gradino di Heavyside:
 H (a) =
 0, x < a
 1, x ≥ a
 Anche in questo caso lo sforzo risulta essere interamente di taglio e il
 momento solo flettente. Seguono le funzioni che descrivono gli andamenti:
 R(x) = − 2x
 2 mg +
 − a
 − H (a)
 F
 M (x) = x2 − x
 2 mg +
 a −
 x F + H (a) (x − a) F
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 La presenza della funzione gradino evidenzia la discontinuità dello sforzo,
 mentre il momento risulta essere una funzione continua in a.
 Equazioni delle travi in forma differenziale
 La presenza delle forze di carico determina, come abbiamo visto una
 discontinuità dello sforzo: di conseguenza, nei punti in cui sono presenti delle
 forze di carico lo sforzo non è una funzione differenziabile. Al contrario
 quando non vi sono forze di carico, è legittimo assumere che lo sforzo, comepure il momento, oltre ad essere funzioni continue, siano anche differenziabili
 rispetto ad s lungo l’intera trave. Sotto queste ipotesi è possibile passare
 dalla formulazione integrale delle equazioni di equilibrio ad una formulazione
 differenziale.
 Possiamo infatti riscrivere le equazioni di equilibrio delle travi in forma
 di rapporti incrementali:
 R σ
 −R σ
 s − s − 1
 s − s s
 s f (s) ds = 0
 M σ −M σ
 s − s −
 CC
 s − s
 ∧R σ − 1
 s − s
 s
 sC C ∧ f (s) ds = 0
 Facendo uso del teorema della media per eliminare i due integrali e
 semplificando, otteniamo:
 R σ −R σ
 s − s − f (s∗) = 0
 M σ −M σ
 s − s +
 CC
 s − s
 ∧R σ − CC ∗∗ ∧ f (s∗∗) = 0
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 Passando al limite per s → s , avendo assunto che le funzioni siano
 differenziabili rispetto ad s , otteniamo le equazioni differenziali delle travi:
 dR σ
 ds − f (s) = 0
 dM σds
 + T ∧R σ = 0
 (TF.3)
 Riconosciamo nel vettore:
 T = lims→s
 CC
 s − s
 il versore tangente alla direttrice della trave.
 Equilibrio dei fili
 La schematizzazione adottata per descrivere le travi all’equilibrio, può
 essere specializzata ulteriormente per trattare la statica dei fili.
 Per filo intendiamo un particolare tipo di trave che soddisfa a due
 proprietà:
 — il momento delle forze di contatto è identicamente nullo:
 M σ ≡ 0 (TF.4)
 — lo sforzo ha carattere di tensione:
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 Questa seconda proprietà si può esprimere matematicamente, tenendo
 conto della convenzione sui segni, mediante le condizione:
 R σ × T ≤ 0 (TF.5)
 A differenza di una trave un filo ideale non ha una struttura interna
 capace di realizzare un momento di torsione o di flessione del filo; inoltre
 reagisce solo alle sollecitazioni che lo tendono, mentre non offre risposta alle
 sollecitazioni di pressione esercitate sulle sue sezioni.
 Se non sono presenti forze di carico sul filo, il suo equilibrio può essere
 descritto ricorrendo alle equazioni differenziali delle travi, specializzate
 tenendo conto delle informazioni che caratterizzano i fili, appena introdotte.
 Dalla (TF.4) segue che anche la derivata del momento rispetto ad s è
 identicamente nulla:
 dM σ
 ds = 0
 Questa informazione introdotta nell’equazione differenziale del momento
 comporta:
 T ∧R σ = 0
 E da questa possiamo dedurre che lo sforzo è parallelo al versore tangente
 oppure è nullo; ovvero esiste una funzione scalare λ tale che:
 R σ = λ T
 E inoltre, grazie alla (TF.5), otteniamo anche la condizione sul segno di λ:
 λ ≤ 0
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 A questo punto è comodo introdurre la tensione:
 τ = −λ ≥ 0
 ed esprimere lo sforzo in termini della tensione:
 R σ = −τ T (TF.6)
 Rimane allora solo da sostituire questa espressione dello sforzo
 nell’equazione differenziale degli sforzi, ottenendo l’equazione differenziale
 dei fili:
 d(τ T )
 ds + f (s) = 0 (TF.7)
 Questa equazione è quella a cui si ricorre normalmente trattando la statica
 dei fili, perchè i fili non vengono generalmente sottoposti a carichi concentrati,
 come invece accade frequentemente per le travi. Se però è presente, in un
 punto, una forza di carico, come abbiamo visto per le travi, il risultante è
 discontinuo e l’entità della discontinuità uguaglia la forza di carico. Poichè lo
 sforzo è dato dalla (TF.6), nasce una discontinuità sia per τ che per il versore
 tangente, che non è più definito nel punto di applicazione della forza di carico,
 ma solamente a destra e a sinistra di esso: una forza di carico crea un punto
 angoloso nel filo.
 Problemi di equilibrio dei fili
 Esistono due classi di problemi riguardanti l’equilibrio dei fili:
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 — La prima classe comprende quei problemi nei quali è nota la forma che
 il filo assume all’equilibrio ed è incognita la tensione. Si richiede perciò di
 determinare la tensione del filo conoscendo le forze esterne;
 — La seconda classe comprende i problemi nei quali sono incognite sia
 la forma del filo all’equilibrio che la tensione. Si richiede di determinarle
 entrambe conoscendo le forze esterne.
 Equazioni intrinseche dei fili
 La prima categoria di problemi si può trattare ricorrendo alle equazioni
 intrinseche dei fili. Esse si ottengono proiettando l’equazione differenziale per
 l’equilibrio di un fili (TF.7) sul triedro di Frenet della curva che rappresenta
 la forma del filo all’equilibrio. E’ possibile riscrivere la (TF.7) sviluppando la
 derivata del prodotto:
 T
 dτ
 ds + τ
 dT
 ds + f (s) = 0
 Ricordando che:
 dT
 ds =
 1
 ρN
 otteniamo:
 T dτ
 ds +
 τ
 ρN + f (s) = 0
 Proiettando sul triedro di Frenet si ottengono le equazioni intrinseche
 dell’equilibrio di un filo:
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 dτ ds
 + f T (s) = 0
 τ ρ
 + f N (s) = 0
 f B(s) = 0
 (TF.8)
 nelle quali anche la forza è stata rappresentata sul triedro di Frenet:
 f (s) = f T (s)T + f N (s)N + f B (s)B
 • Una osservazione di carattere generale nasce dalla terza equazione dalla
 quale si ha l’informazione che: all’equilibrio il filo si dispone sempre in modo
 tale che non vi sia forza distribuita lungo la binormale; ovvero in modo che il
 piano osculatore alla curva che rappresenta la forma del filo contenga la forza
 distribuita.
 • Una seconda osservazione, immediata, riguarda l’equilibrio di un filo
 non soggetto a forze distribuite: esso si dispone lungo una retta e trasmette
 inalterata, da un capo all’altro, la tensione.
 Infatti si ha:
 f T (s) = 0, f N (s) = 0, f B(s) = 0
 e quindi le (TF.8) ci forniscono le nuove informazioni:
 dτ ds
 = 0
 τ ρ
 = 0
 Dalla prima si ricava l’informazione:
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 τ = costante
 E quindi: il filo trasmette la tensione da un estremo all’altro in quanto
 la tensione sulla sezione iniziale e quella sulla sezione finale del filo sono
 identiche. Un filo può essere utilizzato per trasmettere una forza da un punto
 ad un altro dello spazio.
 Dalla seconda, supposta non nulla la tensione del filo si ottiene:
 C = limρ→+∞
 1
 ρ = 0
 E cioè la curvatura del filo deve essere nulla: il filo si dispone lungo
 una retta. Quindi non solo la tensione, ma anche la direzione dello sforzo
 si mantiene inalterata lungo il filo.
 Filo fortemente teso su una superficie
 Un’applicazione delle equazioni intrinseche si può fare esaminando
 l’equilibrio di un filo fortemente teso su una superficie fissa, conosciuta. In
 questo caso il filo si dispone lungo una curva appartenente alla superficie, che
 supponiamo conosciuta.
 Dire che il filo è fortemente teso sulla superficie significa dire che le
 reazioni vincolari, esplicate dalla superficie che vincola la forma del filo, sono
 preponderanti rispetto alle altre forze esterne agenti sul filo, le quali risultano
 pertanto trascurabili. Risulta allora trascurabile, per esempio il peso del filo,
 e l’unica forza distribuita è rappresentata dalle reazioni vincolari che sono
 applicate con continuità nei punti del filo. Le reazioni vincolari sono cosìcaratterizzabili mediante una legge di distribuzione differenziale:
 dΦ(s) = φ(s) ds
 e si ha allora che la forza distribuita agente sul filo è data da:
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 φ (s) d s
 Figura TF. 9: filo fortemente teso su una superficie
 f (s) = φ(s)
 Sostituendo nelle (TF.8) segue:
 dτ ds
 + φT (s) = 0
 τ ρ
 + φN (s) = 0
 φB(s) = 0
 (TF.9)
 dove:
 φ(s) = φT (s)T + φN (s)N + φB(s)B
 Notiamo che il sistema appare staticamente indeterminato, in quanto
 contiene quattro incognite φT , φN , φB, τ , con sole tre equazioni. Per
 determinarlo occorrono delle informazioni sul vincolo.
 Esaminiamo ora due possibilità:
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 i) superficie priva di attrito
 Se la superficie è priva di attrito, la componente tangente della reazione
 vincolare è nulla e quindi le equazioni precedenti divengono:
 dτ ds
 = 0
 τ ρ
 + φN (s) = 0
 φB(s) = 0
 (TF.10)
 Si ricavano le seguenti informazioni:
 — Dalla prima equazione si ha:
 τ = costante
 Dunque il filo trasmette la tensione inalterata da un capo all’altro.
 Notiamo che la tensione è uno scalare e rappresenta l’intensità dello sforzo,
 mentre non contiene informazioni sulla sua direzione, che è data dal versore
 tangenteT . Ciò che rimane costante lungo il filo è l’intensità dello sforzo che
 viene trasmessa inalterata, mentre la direzione dello sforzo viene modificata
 seguendo la tangente alla curva. Vincolando il filo a rimanere teso su una
 superficie conosciuta è possibile allora trasmettere una forza da un punto
 all’altro dello spazio, modificandone la direzione. L’utilizzo di cavi di
 trazione guidati da pulegge si basa su questo risultato.
 — Dalla terza equazione ricaviamo che la componente binormale della
 reazione vincolare è sempre nulla. Ma non essendoci attrito anche lacomponente tangente è sempre nulla; dunque la reazione vincolare è tutta
 diretta lungo la normale principale alla curva secondo la quale il filo si
 dispone:
 φ(s) = λN
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 Essendo la superficie priva di attrito essa sarà capace poi di esplicare
 solamente reazioni vincolari dirette lungo la normale alla superficie:
 φ(s) = µn
 essendo n il versore normale alla superficie a cui aderisce il filo. Il confronto
 tra i due risultati ci dice che, all’equilibrio, il filo fortemente teso sulla
 superficie priva di attrito si dispone lungo una curva la cui normale principaleN risulta parallela alla normale alla superficie n e cioè lungo una geodetica.
 i) superficie con attrito
 Se sulla superficie è presente l’attrito al nostro sistema (TF.9) si aggiunge
 la legge di Coulomb-Morin per l’attrito statico su una curva ottenendo:
 dτ ds
 + φT (s) = 0
 τ ρ + φN (s) = 0
 φB(s) = 0
 |φT | ≤ f s
 φ2N + φ2
 B
 (TF.11)
 Eliminando le reazioni vincolari nell’ultima condizione, tramite le altre,
 otteniamo una condizione per la tensione:
 dτ ds
 ≤ f sτ ρ
 dove a secondo membro è stato eliminato il modulo essendo presente una
 quantità non negativa. Tenendo conto che τ > 0 e che non può essere nulla
 essendo il filo fortemente teso per ipotesi, possiamo riscrivere:
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 1τ
 dτ
 ds
 ≤ f s1
 ρ
 Questa condizione comporta che:
 0
 1
 τ
 dτ
 ds
 ds ≤
 0
 f s
 ρ ds (TF.12)
 dove è la lunghezza del tratto di filo aderente alla superficie.
 Infatti se consideriamo una qualunque funzione f (x), integrabile su un
 intervallo [a, b], per il teorema della media, esiste un c ∈ [a, b] tale che:
 b
 af (x) dx = f (c)(b − a)
 Ora se:
 f (x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b]
 essendo b − a ≥ 0 si ha:
 b
 af (x) dx = f (c)(b − a) ≤ 0
 Inoltre sappiamo che:
 b
 af (x) dx
 ≤ b
 a|f (x)| dx
 Per cui se vale la (TF.12) a maggior ragione si ha:
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 τ
 τ 0
 dτ
 τ
 ≤
 0
 f s
 ρ ds (TF.13)
 avendo effettuato il cambiamento di variabili s → τ , per cui:
 0
 1
 τ
 dτ
 ds ds =
 τ
 τ 0
 dτ
 τ
 ed essendo:
 τ (0) = τ 0, τ () = τ
 le condizioni al contorno.
 Dalla (TF.13) abbiamo infine:
 log
 τ
 τ 0
 ≤
 0
 f s
 ρ ds
 Posto di considerare come estremo finale del filo (s = ) quello nel quale
 la tensione risulta maggiore (in caso contrario si può sempre scambiare la
 denominazione degli estremi) il logaritmo risulta positivo e si ha la condizione
 per la tensione agli estremi:
 τ ≤ τ 0 exp
 0
 f s
 ρ ds (TF.14)
 Dal momento che l’argomento dell’esponenziale è positivo ne viene di
 conseguenza che, all’equilibrio, grazie alla presenza dell’attrito, τ è sempre
 maggiore e può essere anche molto maggiore di τ 0. Risulta allora possibile
 equilibrare, sfruttando la presenza dell’attrito, una forza molto intensa con
 una notevolmente meno intensa.
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 Per esempio avvolgendo un filo ben teso attorno ad un cilindro di raggio
 r e coefficiente di attrito costante f s si ha:
 τ ≤ τ 0 e2nπf s
 essendo n il numero delle spire del filo. Quando invece, manca l’attrito, si ha
 f s = 0 e quindi l’esponenziale diventa uguale all’unità, e si ha:
 τ = τ 0
 Il filo in questo caso può equilibrare solo due forze uguali.
 Figura TF. 10: filo avvolto su un cilindro: a) in assenza di attrito; b) in presenza
 di attrito
 Equazioni cartesiane dei fili
 Nella seconda categoria di problemi di statica dei fili non è conosciuta
 alcuna informazione sulla forma nè sulla tensione del filo. In questo caso
 l’equazione di equilibrio dei fili (TF.7) si proietta sul sistema di assi cartesiani
 dell’osservatore Oxyz , ottenendo:
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 dds
 τ dx
 ds
 + f x(s) = 0
 dds
 τ dy
 ds
 + f y(s) = 0
 dds
 τ dz
 ds
 + f z(s) = 0
 (TF.15)
 Il sistema, così come è scritto, appare indeterminato in quanto contiene
 quattro funzioni incognite x(s), y(s), z (s), τ (s) con sole tre equazioni. In
 realtà esiste una quarta equazione che è fornita dall’informazione relativa al
 fatto che:
 T ≡
 dx
 ds, dy
 ds, dz
 ds
 è un versore, per cui sussiste il legame:
 dx
 ds
 2
 +
 dy
 ds
 2
 +
 dx
 ds
 2
 = 1 (TF.16)
 e questa completa il sistema rendendolo determinato.
 Fili soggetti a forze parallele
 Sono di particolare interesse, per la loro semplicità di soluzione, i
 problemi in cui i fili sono soggetti a forze distribuite tutte parallele tra loro,
 come accade per esempio per la forza peso. In questo caso il problema divieneun problema piano, in quanto il filo si dispone in un piano.
 Per rendersene conto imponiamo nella (TF.7) la condizione:
 f (s) = f (s)u

Page 452
                        

8/10/2019 Meccanica razionale - I^ parte.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/meccanica-razionale-i-partepdf 452/473
 travi e fili 451
 essendo u il versore comune delle forze parallele. Dal momento che la
 funzione di una sola variabile f (s) si suppone continua e quindi sempre
 integrabile, possiamo riscrivere la (TF.7) nella forma:
 d
 ds
 τ T + u
 s
 s0
 f (s) ds
 = 0
 da cui si ottiene l’equazione in forma integrale:
 τ T + u
 s
 s0
 f (s) ds = R 0
 Ponendo s = s0 la funzione integrale si annulla e si ottiene che il vettore
 costanteR 0 rappresenta lo sforzo sulla sezione iniziale del filo. Allora si può
 concludere che, all’equilibrio, il vettore tangente al filo τ T , in una generica
 sezione, è dato da una combinazione lineare del versore delle forze paralleleu
 e del vettore R 0 che rappresenta lo sforzo al contorno nella sezione iniziale.
 Dunque la tangente al filo, e quindi il filo, appartiene sempre al piano dei
 vettori u e R 0, passante per il punto di applicazione dello sforzo iniziale.
 Nel caso che i due vettori siano paralleli il filo si dispone lungo una retta ad
 essi parallela.
 Allora conviene scegliere gli assi cartesiani in modo che il piano del filo
 in equilibrio coincida con il piano cartesiano xy e l’asse y abbia direzione
 parallela alle forze distribuite. In tal caso per i punti del filo risulta z ≡ 0 e il
 sistema (TF.15) diviene:
 dds
 τ dx
 ds
 = 0
 dds
 τ dy
 ds
 + f (s) = 0
 (TF.17)
 Dalla prima equazione del sistema si ricava subito l’informazione:
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 τ dx
 ds = C (TF.18)
 Questa può essere utilizzata introducendo l’equazione incognita per la
 forma del filo, nella forma cartesiana:
 y = y(x)
 che permette di esprimere:
 dy
 ds =
 dy
 dx
 dx
 ds = y
 dx
 ds
 denotando con la derivata rispetto all’argomento x. Introducendo questo
 risultato nella seconda equazione del sistema (TF.17) otteniamo l’equazione
 differenziale per la forma del filo:
 C dy
 ds + f (s) = 0
 Considerando y(x(s)) come funzione composta di s attraverso x e
 sviluppando la derivata si ha:
 dy
 ds = y
 dx
 ds =
 C
 τ y
 Quindi la forma finale dell’equazione per la forma del filo diviene:
 C 2
 τ y + f (x, y) = 0 (TF.19)
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 nella quale f va ora pensata come funzione di x e y anzichè di s.
 Integrata la forma del filo si risale alla tensione tramite la (TF.18), tenendo
 conto che, grazie alla (TF.16) si può ricavare:
 dx
 ds =
 1
 1 + (y)2
 (TF.20)
 Il valore della costante C si determina tramite le condizioni al contorno.
 Vediamo due applicazioni nelle quali le forze parallele sono realizzate dal
 peso.
 Curva dei ponti sospesi
 Il problema della determinazione della forma e della tensione del cavo
 di sostegno di un ponte sospeso si può risolvere sotto alcune assunzioni,
 generalmente verificate.
 Si suppone che:
 — il ponte sia omogeneo e longitudinalmente simmetrico, in maniera che
 le due funi risultino ugualmente caricate;
 — i tiranti siano a distanza piccola l’uno dall’altro rispetto alla lunghezza
 della campata, in modo da poter considerare la distribuzione delle forze sul
 filo come una distribuzione continua;
 — il peso delle funi di sospensione e quello dei tiranti sia trascurabilerispetto al peso del ponte, condizione questa del tutto ovvia.
 Notiamo che i tiranti si comportano come dei fili non soggetti a forze
 distribuite, e quindi, trasmettono da un capo all’altro la tensione senza
 modificarla. La loro funzione è quella di trasmettere la forza peso, distribuita
 sugli elementi del ponte, ai cavi di sospensione.
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 p d x
 f d s
 Figura TF. 11: ponte sospeso
 Denotando con 2 p il peso per unità di lunghezza del ponte, l’elemento di
 lunghezza dx è soggetto al peso p dx che viene a scaricarsi per la metà, data
 la supposta simmetria longitudinale, sull’elemento ds di ognuna delle due
 funi di sostegno. Rimane così determinata la densità lineare di forza agente
 sull’elemento di fune. Si ha infatti:
 f ds = p dx
 Scegliendo l’orientazione dell’asse y in maniera che risulti:
 f = f c2, p = − p c2
 si ottiene:
 f ds = − p dx ⇐⇒ f = − p dx
 ds
 e quindi, tenendo conto della (TF.18):
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 x
 y
 Figura TF. 12: catenaria
 il il peso per unità lineare, del filo, otteniamo l’equazione differenziale per la
 forma del filo:
 y − p
 C 2 τ = 0 (TF.21)
 Ora possiamo esprimere τ in termini della funzione incognita y, facendouso della (TF.18) e della (TF.20), ottenendo:
 τ = C
 1 + (y)2 (TF.22)
 che, sostituita nella (TF.21), porta all’equazione differenziale nella sola
 funzione incognita y
 y
 −
 p
 C 1 + (y)2 = 0
 Si tratta di un’equazione non lineare a variabili separabili. Per integrarla
 procediamo nel modo seguente:
 i) primo passo.
 Poniamo:
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 u = y
 e riscriviamo l’equazione che diviene del primo ordine in u:
 u − p
 C
 √ 1 + u2 = 0
 ovvero:
 u√ 1 + u2
 = p
 C
 E quindi:
 u
 u0
 du√ 1 + u2
 = x
 0
 p
 C dx
 L’integrale a primo membro è noto e vale:
 u
 u0
 du√ 1 + u2
 = arcsenh u − arcsenh u0
 (si può ricavare mediante la sostituzione u = senh ξ ).
 Abbiamo allora, dopo la prima integrazione:
 arcsenh u = pC
 x + a
 dove per brevità abbiamo posto:
 a = arcsenh u0
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 Invertendo si ottiene:
 u = senh
 p
 C x + a
 ii) secondo passo. Ricordiamo che u = y e quindi:
 y = senh
 pC
 x + a
 Integrando per la seconda volta otteniamo infine l’informazione sulla
 forma del filo:
 y = C
 p cosh
 p
 C x + a
 + b (TF.23)
 La curva descritta da questa equazione prende il nome di catenaria
 omogenea. Le costanti a,b,C si ricavano imponendo che il filo passi per i
 punti di sospensione e abbia una lunghezza assegnata.
 Filo fortemente teso
 Mostriamo che quando il filo è molto teso la catenaria si approssima a una
 parabola.
 Esaminiamo il caso in cui i due punti di sospensione siano alla stessa
 altezza, simmetrici rispetto agli assi cartesiani, avendo coordinate:
 A1 ≡ (−x0, y0), A2 ≡ (x0, y0), x0 > 0
 Allora imponendo che essi appartengano alla catenaria otteniamo le
 informazioni:
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 y0 = C p
 cosh
 pC
 x0 + a
 y0 = C p
 cosh− p
 C x0 + a
 Sottraendo membro a membro e semplificando otteniamo:
 cosh
 pC
 x0 + a
 = cosh− p
 C x0 + a
 L’uguaglianza dei coseni iperbolici si verifica se i due argomenti sono
 uguali oppure sono opposti. Il caso degli argomenti uguali conduce a x0 = 0ed è escluso per ipotesi non essendo di alcun interesse; rimane allora il caso in
 cui gli argomenti sono opposti che comporta a = 0. Tenendo conto di questa
 informazione e imponendo la condizione sulla lunghezza del filo abbiamo:
 = x0
 −x0
 1 + senh2 p
 C x
 dx =
 = x0
 −x0
 cosh
 p
 C x
 dx = 2
 C
 p senh
 p
 C x0
 Se il filo è molto teso possiamo considerare che la lunghezza del filo sia
 circa uguale alla lunghezza della campata:
 ≈
 2x0
 da cui segue:
 senh
 pC
 x0
 pC
 x0≈ 1
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 Ma questa approssimazione, come è noto, sussiste solamente al limite
 per pC
 x0 → 0. Si conclude quindi che l’ipotesi che il filo sia molto teso
 equivale a richiedere che pC
 x0 sia prossimo allo zero. Ora facendo variare
 x all’interno della campata del filo si ha che |x| ≤ x0 e quindi anche pC
 x
 risulta prossimo allo zero. Dunque è legittimo, nello sviluppo in serie del
 coseno iperbolico intorno allo zero, trascurare i termini di ordine superiore al
 secondo, ottenendo:
 cosh
 pC
 x
 ≈ 1 + 12
 p2
 C 2 x2
 Questa informazione inserita nell’equazione della catenaria (TF.23) la
 approssima alla parabola:
 y = 1
 2
 p2
 C 2 x2 +
 C
 p
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